XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

10. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amelyre
[l—lj(l—ljn.u(l—%j <0,51?
4 9 n

2. Létezik-e olyan 2 egység oldalhosszisagi rombusz, amelyben az atlok osszege
egész szam? Ha van ilyen, akkor add meg az atlok hosszanak pontos értékét!

3. A valés masodfokii p(x)=ax”+bx+c polinom (ahol az ¢ nem nulla) minden

px+D)—px-1)
2
S = p(-3)-2p(0)+ p(3) osszeg pontos értékét!

2
x valés értékre teljesiti a p(x) :( j osszefiiggést. Add meg az

4. Fekete Kaloz kapitany kalézhajojan a matrézoknak pontosan kétharmada
félszemi, haromnegyede falabu, négyotode kampokezi, és othatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziil pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrozoknak is szamitanak! Hany fos a kalézhajo legénysége?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



XIV. FEKETE M[HALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 10. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amelyre

(2o

Megoldas: Koz06s nevezdre hozzuk a zardjelekben 1évo kifejezéseket majd szorzattd
alakitjuk a szdmlalokat és nevezoket, s az 0sszes lehetséges egyszertisités elvégzése
utan a kovetkezo alakot kapjuk:

2
1_1 : 1_1 1_L =4_1.9_1._”.n -1
4 9 n’ 4 9 n’

132435  (n=2)n (n-1)(n+1) n+l
2:2 33 4477 (n-1)(n-1)  nn 2n

. +1 .
Keressiik tehat azt a legkisebb n értéket, amelyre n2—<0,51, vagyis amelyre
n

1 1 1 1 1
—+—<—+—, azaz — <——. Az igy kapott egyenlGtlenség megoldasa »n> 50,
2 27 "2 100 2n 100 Y RAPOREEY s mes !

igy a legkisebb érték, amire teljesiil az egyenlétlenség az n=>51.

2. Létezik-e olyan 2 egység oldalhossziisagi rombusz, amelyben az atlok osszege
egész szam? Ha van ilyen, akkor add meg az atlok hosszanak pontos értékét!
I. Megoldas: Ha létezik ilyen rombusz, akkor az atlok felére és az oldalra felirt

f

haromszog-egyenldtlenség alapjan: §+E >2,mert e>2 és f>2,azaz e+ f >4,

illetve e<4 és f <4,azaz e+ [ <8.

A kapott egyenl6tlenségek alapjan egész megoldas csak az 5, 6 vagy 7 lehet. Viszont
az ¢*+ f2 =16 egyenlSségnek is teljesiilni kell az atlok merdlegessége miatt. A
kapott egyenletrendszerek csak az e+ f =5 esetén adnak megoldast. Ekkor

5+47 . _5-\7
és f=
2 2

I1. Megoldas: Az atlok merSlegessége miatt ¢” + 2 =16. Mivel ef >0, ezért

16=¢+f2 <(e+ f) <(e+ f) +(e-f) :2(e2+f2):32.
16 és 32 kozott csak a 25 a négyzetszam, tehat e+ f =5 az egyetlen megoldas. Ekkor

5447 . 547
és f= 5

2

, vagy forditva, tehét a keresett rombusz nem létezik.

, vagy forditva, tehét a keresett rombusz nem létezik.

3. A valés masodfoki p(x)=ax”+bx+c polinom (ahol az ¢ nem nulla) minden

px+1)—-px-D
2

S = p(-3)-2p(0)+ p(3) osszeg pontos értékét!

Megoldas: Irjuk fel a megadott kifejezés jobb oldalat az a, b és ¢ egyiitthatok

segitségével:

2
x valés értékre teljesiti a p(x) :( j osszefiiggést. Add meg az



p(x) =(

p(x+1)—p(x—1)j2 :[a(x+l)2 +bh(x+1)+c—a(x—1)2 —b(x—l)—cjz _
2 2

_( 4ax+2b
2

Mivel ez minden x-re megegyezik a p(x)=ax’+bx+c polinommal, ez csak tgy

2
] = (26Lx+b)2 =4a*x* + 4abx +b*.

lehetséges, ha a megfelelé egyiitthatok megegyeznek, vagyis ha a=4a*, tehat ha

a:%, mivel a nem lehet nulla, b=4ab=4-ib=b, vagyis b tetszdleges valos

szam, és végiil ha ¢ =b". Ekkor p(x)= ixz +bx+b*. A keresett 6sszeg

S = p(=3)-2p(0)+ p(3) =%-(—3)2 —3b+b2—2b2+i-32 +3b+Db* =%.
4. Fekete Kaloz kapitany kalézhajojan a matrézoknak pontosan kétharmada
félszemii, haromnegyede falabd, négyotode kampokezii, és othatoda kopasz. A
hajon a matrozok koziil pontosan azok tisztek, akik félszemiiek, falabuak,
kampokeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, és azt is tudjuk, hogy a
tisztek matrézoknak is szamitanak! Hany fés a kal6zhajo6 legénysége?
Megoldas: Eloszor belatjuk, hogy a hajéon S =60m matr6z van. A szoveg alapjan a
matr6zok szama 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal oszthatd, de akkor oszthaté ezek
legkisebb kozos tobbszorosével is azaz 60-nal, tehat

§S=60, $=120, $=180, ....,ha m=1,2,3,...

Minden nem félszemii matréznak huzzunk a fejére egy kék sapkat, ekkor kiosztottunk
20m sapkat. Minden matr6znak, aki nem faldbi hizzunk a fejére egy piros sapkait,
ekkor kiosztottunk 15m sapkat. Minden nem kampdkezli matréznak hizzunk a fejére
egy zold sapkét, ekkor kiosztottunk 12m sapkat. Minden nem kopasz matr6znak
hizzunk a fejére egy fehér sapkat, ekkor kiosztottunk 10msapkat. Igy sszesen 57m
darab sapkat osztottunk ki. Mivel a matr6zok szdma 60m , legalabb 3m olyan matréz
van, akinek a fején nincs egyetlen sapka sem, ami éppen azt jelenti, hogy legalabb 3m
matr6z rendelkezik mind a négy tulajdonsaggal. Mivel a hajon van legalabb 5 matrdz,
ezért az m értéke 2 vagy annal nagyobb, igy 3m legalabb 6, azaz ezek azok, akik
mind a négy tulajdonsaggal rendelkeznek. Mivel ez a feladat szerint pontosan 5, ezért
m=1 lehetséges, vagyis a hajon pontosan 60 matroz szolgal. Hatra van még annak
megmutatasa, hogy 60 matrézzal kielégithetd a feladat allitdsa. Ezt mutatja az alabbi
tablazatban az ellenérzés:

Hany f6? Félszemii Falabu Kampokezii Kopasz

10 X X X

12 X X X
13 X X X
2 X X
18 X X X
5 X X X X

60 40 45 48 50



