XX|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2023. december 2.

12. évfolyam

1. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy konvex 12-sz6g csucsai kozil 5-6t agy, hogy az
altaluk alkotott 0tszog egyik oldala se legyen oldala az eredeti 12-szognek?

2. Fel lehet-e bontani egy négyzetet konvex 6tszogekre?

3. Adott néhany (hirom vagy annal tobb) egymast koveté haromjegyl paratlan
természetes szam. Bizonyitsd be, hogy mindig sorbarakhatjuk ezeket a szamokat gy,
hogy a szamok egymaés mellé irdsaval keletkezé uj szam osszetett szam legyen!

4. Bizonyitsd be, hogy csak véges sok olyan x"+a, X" +..+aXx+a, polinom létezik,
amelynek minden egyutthatdja 1 vagy —1, valamint minden gydke valds!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 12. évfolyam

1. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy konvex 12-sz6g csucsai kozul 5-6t agy, hogy az
altaluk alkotott 0tszog egyik oldala se legyen oldala az eredeti 12-szognek?

Megoldéas. Jeldljuk a 12-sz0g csucsait az 1-t6l 12-ig terjed6 szamokkal. Két esetet
kilonboztetink meg.
I. eset. Ha kivalasztottuk a 12-es csucsot, akkor még 4 csucsot kell kivalasztanunk a

{2,3,...,10} halmazbél, azaz a 9 elembdl lesz 4 kivalasztott és 5 nem kivalasztott. Mivel a

kivalasztott elemek nem keriilhetnek egymas mellé, ezért ket a nem kivalasztottak kozé

6
(vagy elé illetve utana) kell elhelyezniink. Ezt (4] maodon tehetjik meg.

Il. eset. Ha nem valasztottuk ki a 12-es csucsot, akkor 5 csucsot kell kivalasztanunk az
{1,2,...,11} halmazbél, azaz a 11 elembdl lesz 5 kivalasztott és 6 nem kivalasztott. Mivel a

kivélasztott elemek nem keriilhetnek egymds mellé, ezért 6ket a nem kivélasztottak kozé

y
(vagy elé illetve utana) kell elhelyezniink. Ezt (5] maodon tehetjik meg.

y 6) (7
Osszesen tehat [4} + [5] =36 ilyen 6tszog létezik.

2. Fel lehet-e bontani egy négyzetet konvex 6tszogekre?

Megoldas. Igen.

3. Adott néhany (hiarom vagy annal tobb) egymast kovetd haromjegyii paratlan
természetes szdm. Bizonyitsd be, hogy mindig sorbarakhatjuk ezeket a szamokat ugy,
hogy a szamok egymaés mellé irasaval keletkezo 1ij szam osszetett szam legyen!

Megoldas. Ha 6t vagy annal tobb egymast kovetd paratlan természetes szamrdl van szo,
akkor van kozottik olyan, amelyik 5-re végzédik. Ha ezt a szamot irjuk a sor végére,
értelemszerlien Osszetett szamot kapunk. Ha pontosan harom szamunk van, akkor a hdrom
szam Osszege oszthatd lesz harommal, amib6l kovetkezik, hogy az egymas mellé irassal
keletkez6 9-jegyli szam szamjegyeinek Osszege is oszthatd lesz harommal, tehat ebben az
esetben sorbarendezéstdl fliggetleniil Gsszetett szamot kapunk. Végezetll pedig, ha négy
szamot figyelunk, révid esetvizsgalattal belathatd, hogy mindig létezik a szdmoknak olyan
permutacioja, amely 11-gyel oszthaté szamot ad eredmenyiil.



4. Bizonyitsd be, hogy csak véges sok olyan x"+a X" +..+aXx+a, polinom létezik,
amelynek minden egyutthatoja 1 vagy —1, valamint minden gyoke valds!

Megoldas. Legyenek az x,, X, ,..., X, a polinom gyokei. Ekkor a Viéte-képletek alapjan:

2
X2+ X2+ X =(in] —Z(inij:aﬁ_l—Zan_z <3.

i<j

Masrészr6l, a szamtani és a mértani kozepekre vonatkozo6 6sszefiiggés miatt
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X, A+ Xs ot XS ZNLX X5 XD =0

A két Osszefliggésbol kovetkezik, hogy legfeljebb harmadfokt polinomok elégitik ki a
keresett feltételeket, azaz csak véges sok ilyen polinom létezhet.



