XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

12. évfolyam

1. Melyik az a négyjegyii négyzetszam, melynek elsé két szamjegye is és az utolsé
két szamjegye is egyenldé egymassal?

2. Szamold ki, hogy mennyivel egyenlé a i/3a+1+(a+3)x/; +i/3a+1—(a+3)«/a_

kifejezés értéke, ha tudjuk, hogy az a >0 egyenl6tlenség teljesiil!

3. Igazold, hogy ha valamely haromszogben a szogek tangensei szamtani
sorozatot képeznek, akkor a szogek kétszeresének szinuszai szintén szamtani
sorozatot alkotnak!

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztill a BC=a, CA=b és
AB=c oldalakkal parhuzamos egyeneseket hizunk, amelyeken a haromszog
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesiil az

m A P_y egyenloség!

a b c

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 12. évfolyam

1. Melyik az a négyjegyt négyzetszam, melynek elso két szamjegye is és az utolso
két szamjegye is egyenlé egymassal?

Megoldas: Irjuk fel a keresett négyzetszamot a kovetkez6 alakban:

A=1000a+100a+10b+b, ahol a =0, valamint a és b egyjegyll.
A=1100a+110b=1 l(lOOa +b) , vagyis az A négyzetszam oszthat6 11-gyel.

Ekkor oszthat6 kell legyen a 11 szam négyzetével is, vagyis felirhatd, hogy:

A=11(100a+b):112(1001"1+bj=112(9a+ “;bj,

ahol 9a+a+b
11

is egy négyzetszam, mikozben a+b oszthatd 11-gyel és a és b

egyjegyl. Igy csakis a+b=11 lehetséges. Ekkor 9a+%:9a+1 négyzetszam

kell legyen, és kozben a#0. Ez csakis a=7 esetén teljesiil (9a+1:64:82), S

ekkor b=4.
A keresett négyzetszam tehat az A =7744 =88>.

2. Szamold ki, hogy mennyivel egyenl6 a {/3a+1+(a+3)x/2+{/3a+1—(a+3)«/a_

kifejezés értéke, ha tudjuk, hogy az a >0 egyenlétlenség teljesiil!

Megoldas: Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:

YBa+1+(a+3)a +3B3a+1-(a+3)a =Ba+1+ava+3va +Ba+1-aa-3Ja =

—Yava+3a+3a+1+3-ada+3a-3Ja+1 =;/(\/Z+1)3 Yada-3a+3da-1=

={(Va+1) {(va-1) =Ja1-(Va-1)=2.



3. Igazold, hogy ha valamely haromszogben a szogek tangensei szamtani
sorozatot képeznek, akkor a szogek Kkétszeresének szinuszai szintén szamtani
sorozatot alkotnak!

Megoldas: Ha példdul o < <y, akkor a feladat feltétele szerint tge, tgf3, tgy
szamtani sorozatot alkotnak, €s igy tga +tgy =2tgf3, vagyis

sina  sin sin
+ 27 ) P

cosq@ cosy  cospf

sin @ cos ¥ +cosa sin ¥ 5 sin B

COS X COS ¥ cos f

cosacosy  cospf

sin(a+;/) ) sin 3

Mivel B=180"—(a+y), igy sin B = sin(180° —(oc+7/)) =sin(a+y), és ekkor

sinfg ’ sin
cosacosy  cosf’

ahonnan

cos f=2cosacosy .

Ekkor, a szorzat 0sszeggé alakitdsanak képletét alkalmazva a jobb oldalon

cos,Bz2-%[cos(a+7)+cos(a—7)],

vagyis cos B=cos(a+y)+cos(a—y).

Mivel cos = cos (180" — B)+cos(a— ),

és cos =cos180" cos B+sin180° sin B +cos(a—y)
igy cos B#=—cos f+cos(a—y),

ahonnan cos(a—y)=2cos 3 .

A feladat allitasa szerint sin 2 +sin2y =2sin2 /3, ezt kellene bizonyitanunk.
A szorzatta alakitas képletébdl kiindulva sin2¢ +sin 2y =2sin (a + 7) cos (a - 7/) .
Felhasznalva az el6zdleg levezetett Gsszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
sin 2¢ +sin 2y = 2sin (180° —ﬁ) -2cos f =
= 4cosﬂ(sin 180° cos ff —cos 180 sin ,6’) =
=4cos fsin f =2(2sin Bcos ) =2sin 2/,

ami azt igazolja, hogy sin2a,sin2f,sin 2y valdéban szidmtani sorozatot alkotnak.



4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztiill a BC=a, CA=b és
AB=c oldalakkal parhuzamos egyeneseket hizunk, amelyeken a haromszog
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesiil az

miyP_y egyenléség!
a b c

Megoldas: Jeloljik az ABC haromszog teriiletét T-vel, ekkor
T a-h, b-h, c-h
2 2 2
Legyen r a beirt kor sugara. Mivel ABCALl BEFA, mert pirhuzamosak az oldalaik,
h,—r

ezért alapjaik és magassigaik ardnyosak, azaz n_ P A péarhuzamos oldalak
b

miatt hasonl6éan kapjuk, hogy ABCALl AHGA, ahonnan m_ h“h_ d , valamint hogy
a

a

ABCAT CIJA , ahonnan £ = hvh_ i
C

(&

Ebbdl adodik, hogy




