XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

11. évfolyam

1. Hatarozd meg a kovetkez6 egyenletrendszer minden valés megoldasat:
X+ X, o Xy, = 2018,

4 4 4 _ 3 3 3
X e X =X X e X

2. Egy derékszogi haromszog « és [ hegyesszogeire érvényes, hogy
tga +tgB+tg’a+tg’ f+tga+tg’ f=70.
Szamitsd ki az adott derékszogii haromszog hegyesszogeit!

3. Az ABC haromszogben az ABC/ szogfelezéje metszi a haromszog koriilirt
korét D pontban. Bizonyitsd be, hogy teljesiil a BD* > BA-BC egyenlétlenség!

4. A roplabda-bajnoksagon oOsszesen tiz csapat versenyzett, minden csapat
minden masik csapattal jatszott egy mérkozést. A verseny végén az elsé
csapatnak x, gyézelme és y veresége volt, masodik csapatnak x, gy6zelme és

y, veresége volt, harmadik csapatnak x, gy6zelme és y,veresége volt, stb.

Igazold, hogy ekkor teljesiil az x° + x,” +...+x,° = ¥ +,” +..+y,, egyenldség!

A feladatok kidolgozasara 120 perc 4ll rendelkezésre.

Jo munkat!



XVI. FEKETE M!HALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 11. évfolyam

1. Hatarozd meg a kovetkezo egyenletrendszer minden valos megoldasat:
X+ X, ot X, = 2018,
e X = e X
Megoldas: Kezdohelyzetben az egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezd
egyenletrendszerrel:
=D+, =D +...4+(xy, —D=0
x -(x, —1)+ x,’ ~(x2 —1)+ et x20183 -()c2018 —1) =0
A masodik egyenletbdl kivonva az els6 egyenletet kapjuk a kovetkezot:
(x> =D (x5 =1)+(x," =D+ (3, =1) +.c 4 (8 =D+ (33005 —1) = 0.
Felbontva a kobok kiilonbségét és rendezve kapjuk a kovetkezot:
2 2 2
(x —1) -(xl2 +Xx +1)+(x2 ~1) -(x22 + X, +1)+...+(x2018 ~1) -(x20182 + X0 +1) =0 .
Mivel minden x, valés szdmra xk2 +x,+1>0, k=12,.,2018, ezért
x, =1, k=12,..,2018 .

2. Egy derékszogii haromszog « és [ hegyesszogeire érvényes, hogy
tga +tgB+tg’a+tg’ f+tga+tg’ f=70.
Szamitsd ki az adott derékszogii haromszog hegyesszogeit!

Megoldas: Viltsunk komplemens szogekre, azaz irjunk fel mindent o segitségével:

tgar +ctga +tg’a +ctg’a +tg’a +ctg’a = 70.
Ha a tga +ctga kifejezést négyzetre és kobre emeljiik, akkor:

(tga + ctgoz)2 =tg’a+2tgactga +ctg’a =tg’a + 2 +ctg’a
(tga + ctgoc)3 =tg’a +3tg’actga + 3tgactg’a +ctg’a = tg’a +3 (tga + ctga) +etg’a,
tehat
tg’a +ctg’a = (tga + ctgoz)2 -2 és

tg’a +etgla = (tga + ctgoc)3 -3(tga +ctga).

Az x=tga +ctga helyettesitéssel kovetkezik, hogy
)ch()c2 —2)+(x3 —3x) =70, vagyis x’ +x° —2x-72=0,
amelynek egyik megoldasa
x=4, tehdt (x—4)-(x* +5x+18)=0.

Mivel az x° +5x+18 trinom minden valés x-re pozitiv, ezért az egyetlen megoldds
x=4,azaz tga +ctga =4, ez utébbi megoldasai pedig tga =2+ V3.
A keresett hegyesszogek tehat 15° és 75°.



3. Az ABC haromszogben az ABC./ szogfelezdje metszi a haromszog koriilirt
korét D pontban. Bizonyitsd be, hogy teljesiil a BD> > BA- BC egyenlétlenség!

Megoldas: Legyen az E pont az ABC/ szogfelezdje és a szemkoztes oldal
metszéspontja. Mivel ABD/ = DBC/ és BACZL=BDC/, ezért a BAE és BDC
haromszogek hasonloak, vagyis megfeleld oldalaik aranyosak:
BA:BE=BD:BC,azaz BD-BE =BA-BC.
Tudjuk, hogy BD>BE, mert a pontok sorrendje (B—E—D) , ezért ezt
behelyettesitve adddik, hogy
BD’* > BA-BC.
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4. A roplabda-bajnoksagon oOsszesen tiz csapat versenyzett, minden csapat
minden masik csapattal jatszott egy mérkozést. A verseny végén az elsé
csapatnak x, gyézelme és y veresége volt, masodik csapatnak x, gy6zelme és

y, veresége volt, harmadik csapatnak x, gyé6zelme és y,veresége volt, stb.

Igazold, hogy ekkor teljesiil az x,° + x,” +...+x,° = ¥ +,” +..+y,, egyenldség!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a versenyen minden mérkdézésben a gydzelem egy

pontot jelent, a vereség nulla pontot, akkor minden csapat legfeljebb kilenc pontot
érhetel, y, =9-x,, i=12,..,10. Az dsszesen lejatszott mérkdzések szama

10-9

=

tehat az 6sszes pont Osszege 45, x, +x, +...+x,, =45 . Ekkor:

45,

WA ety =(9-x )2 +(9—x2)2+...+(9—x10)2
=10-81-18(x, + X, +.c+ X )+ X+ X,  +. 4 x” =

=810-18-45+x° +x, " +..+x," = 3+, +.t X,



