XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januar 29.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy minden x valds szamra teljesiil a kovetkezo egyenlétlenség:
X+ TX+2> 4% +2x.

2. Egy derékszogii haromszog befogoi folé kiviilrol négyzeteket rajzoltunk. Mutasd meg,

hogy a hdromszdg koré irhatd kdre atmegy a négyzetek legtavolabbi csucsait 6sszekoto
szakasz felezépontjan!

3. Jelolje s(n) az n természetes szam szamjegyeinek szorzatat. Létezik-e olyan n
amelyre s(n) =n’-21n—-407?

4. Hatarozd meg a 7 szam utolsd 4 szamjegyét!

A feladatok kidolgozéséara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy minden x valos szamra teljesiil a kovetkezo egyenlétlenség:

X+ 7x2+2> 453+ 2x.
Megoldas: Rendezéssel a kovetkezdket kapjuk:

X'+ 7x2+2> 4% +2x
akkor és csakis akkor ha

X' —4x® +7x* =2x+2>0,
azaz
Xt 4% +6x% —4x+1+ X% + 2x+1=(x-1)" +(x+1)* >0,

ahol mindig érvényes a szigoru egyenlétlenség, hiszen a kapott negyedik hatvany és négyzet
sosem egyenloek egyszerre 0-val.

2. Egy derékszogii haromszog befogéi folé kiviilrol négyzeteket rajzoltunk. Mutasd meg,
hogy a haromszog koré irhaté kore atmegy a négyzetek legtavolabbi csucsait 6sszekotoé
szakasz felezépontjan.

Megoldés: Legyen adott a derékszogti ABC héaromszdg, ahol a C csucsnal 1évé szog
derékszdg. Legyen a k kor a haromszdg koré irhatdé kore. Legyenek CBEF és ACGH az
emlitett négyzetek, legyen az | pont az EH szakasz felez6pontja, valamint legyen a J ponta C
pont tlkorképe a k kor kdzéppontjdhoz viszonyitva. Konnyen belathatd, hogy a ClJ/
derékszdg, valamint, hogy a JEHZ és a JHEZ nagysaga 45°. Innen kdvetkezik, hogy a
JEH haromszog egyenlészara, amelyben a JI nem csak magassag, hanem egyben sulyvonal
is.

3. Jeldlje s(n) az n természetes szam szamjegyeinek szorzatat. Létezik-e olyan n
amelyre s(n) =n’-21n—40?

Megoldas: Mivel az n*>—21n—40 masodfokd filggvénynek két nullahelye van, amelyek
koziul az egyik negativ, a masik pedig egy 22 és 23 kodzotti szam, megallapithatjuk, hogy
n>23. Ugyanakkor, mivel minden n természetes szamra teljestl, hogy s(n)<n,
megallapithatjuk, hogy n*—-21n—40<n, azaz n*—22n—-40<0. Innen kovetkezik viszont,

hogy n<23. Azaz, az egyedili lehetseges megoldas az n =23, amelyre valoban teljesiilnek
a feladat feltételei.

4, Hatarozd meg a 7% szam utols6 4 szamjegyét!

Megoldas: Vegyiik észre, hogy 7* = 2401. Ervényes a kovetkezd egyenldség:

505

505
720 = (74)" = 2401%% = (1+2400) =1+505-1.2400+( ) ]-1-5760000+...
Vegyiik észre, hogy az utolsé kiirt tag, valamint az 6t kovet6 0sszes tag mindig legalabb 4
nullara végzddik, azaz nincsenek kihatdssal a keresett szam négyjegyli végzddésére. A
keresett négyjegyli végzddés tehat megegyezik az 1+505-1-2400 szam négyjegyl
végzddésevel, amely 2001.



