XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2%’ +x+5-y> =0.

2. Adott a valos fiiggvényeknek egy sorozata a kovetkezoé modon:

by 1
K== ()= Lo (9)= £ (£, (),
ahol az n természetes szam. Mennyi az f,;(2019) értéke?
3. Az ABC szabalyos haromszog BC oldalat a C -n til meghosszabbitottuk a BC oldal
felével, és igy a D ponthoz jutottunk. A D -bél kiindulé félegyenes az AC oldalt annak
felezopontjaban, F -ben metszi, az AB oldalnak pedig E -vel jelolt pontjan halad at.
Hanyad része az AE szakasz hossza az ABC haromszog Keriiletének?

4. A tablara felirunk 2017 nullat, 2018 egyest és 2019 Kkettes szamjegyet. Minden
alkalommal két kiilonb6z6 szamjegyet torliink és helyettiik a 0, 1, 2 szamjegy koziil azt
az egy szamjegyet irjuk, amely abban a lépésben nem Keriilt letorlésre.

a) Bizonyos 1épés utan maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szamjegy maradt, akkor mely szamjegyek lehetnek azok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



XVI. FEKETE M[HALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2%’ +x+5-y> =0.

Megoldas:
A 2x’+x kifejezést 2x’ —2x+3x= 2x(x—1)(x+ 1) +3x alakba irva beldthatd, hogy a

2x’ +x kifejezés mindig oszthaté 3-mal. Mas mddon, a 2x° +x kifejezést x(2x2+1)

alakban firva, az x=3k, x=3k+1, illetve x=3k+2 eseteket vizsgdlva szintén
megéllapithatjuk, hogy a 2x° + x kifejezés mindig oszthaté 3-mal.
Ezért az

28 +x+5=y"
egyenldség bal oldalanak 3-mal valé osztdsi maradéka mindig 2, jobb oldalon pedig egy
négyzetszdm van, aminek 3-mal valé osztisi maradéka nem lehet 2.
Kovetkezik, hogy az egyenletnek nincs egész megoldasa.

2. Adott a valés fiiggvényeknek egy sorozata a kovetkezé6 modon:

fi(3) =5 A0 =1 £ (9= £ (£, ()

ahol az n természetes szam. Mennyi az f,;(2019) értéke?

Megoldas: Alkalmazva a rekurziv képletet adédik, hogy
X 1
Hi(@) === £ (¥) =1 L) = £(fi(x)=1-x,
x—

()= A(AE) == A= A(AE) =

1(0)= H(A() =10 £(5)= A(x) & ()= (%),

tehat a fiiggvénysorozat hatos periddussal ismétlddik, azaz

f6k+m (x) = fm ()C)
Ennek alapjan f, (x) =f, (x) , amelybdl az kovetkezik, hogy

1
f2018(2019):—m.



3. Az ABC szabalyos haromszog BC oldalat a C -n til meghosszabbitottuk a BC oldal
felével, és igy a D ponthoz jutottunk. A D -bél Kkiindulé félegyenes az AC oldalt annak
felezopontjaban, F -ben metszi, az AB oldalnak pedig E -vel jelolt pontjan halad at.
Hanyad része az AE szakasz hossza az ABC haromszog Keriiletének?

Megoldas: Legyen AB=BC=CA=a ésCD=CF =FA= % . Mivel az ABC haromszog

szabalyos, ezért belsd szogei 60°-osak. CD=CF , ezért a CDF haromszog egyenld szarq,
és mivel a C-nél 1évé kiilsd szoge 120°-0s, ezért DFC/Z=CDF/=30°. Az
EFAZ =DFCZ=30° teljesiil, mert csticsszogek és FAEZ=60°, igy

AEF /£ =180°— EFAZ - FAEZ =180°—-30°—-60°=90°.
Tehdt az EFA hédromszog szogei 30°, 60° és 90°, azaz az EFA haromszog egy
,»f€lszabdlyos hdromszdg”. A révidebbik befogdjanak hossza fele az atfogdja hosszandl, azaz

FA 1
AE = N = %. Az ABC haromszog keriilete 3a, igy AE hossza a keriilet %:341 = E-ed

D A
resze.

4. A tablara felirunk 2017 nullat, 2018 egyest és 2019 Kkettes szamjegyet. Minden
alkalommal két kiilonb6z6 szamjegyet torliink és helyettiik a 0, 1, 2 szamjegy koziil azt
az egy szamjegyet irjuk, amely abban a lépésben nem Keriilt letorlésre.

a) Bizonyos 1épés utan maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szamjegy maradt, akkor mely szamjegyek lehetnek azok?

Megoldas: a) Legyen a,=2017, b, =2018, ¢,=2019. Az a,,b,,c, jelolik rendre az n-
edik 1épés utdni a 0-4s, az 1-es, illetve a 2-es szamjegyek szadmat és ezek minden 1€pésben
valtoznak. A kezd6 adatok alapjan a 0-dk és a 2-esek szdma azonos paritdsuak és az egyesek
szdmanak paritdsa pedig nem egyezik meg ezzel.

Feltételezziik, hogy n 1€pés utan csak nulldk maradtak a tablan, azaz b, =0=c,, de ez az

eldbbi paritasi vizsgélattal ellentmondd.

b) Ha az n 1épés utdn egy szdmjegy maradt a tablan, akkor az a,,b, ,c, koziil kettd nulla,

n’

ezek tehat azonos paritdsuak, igy a b, =1, tehdt az 1 szdmjegy maradt a tablan.



