XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha az f(x) olyan egész egyiitthatés polinom, hogy ot
kiilonb6z6 egész helyen 1-et vesz fel értékiil, akkor nincs olyan a egész szam,
amelyre f(a)=-1 lenne!

2. Adottak az A,B,C,D nem egy sikban fekvé pontok, amelyekre érvényes, hogy
AB=BC=CD=DA. Az M , illetve az N pont az AC, illetve a BD szakasz

felezopontja. Igazold, hogy MN az AC és BD szakaszok kozos merdlegese!

3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a természetes szaimok halmaziaban:
x+123=y’

4. Kezdetben egy 3x3 -as tablazat minden mez6jén O all, majd egy-egy 1épésben a

tabla valamely 2x2-es részén a szamok mindegyikét 1-gyel ndveljiik.
Megkaphatjuk-e ilyen 1épésekkel a kovetkezo Kitoltést?
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A feladatok kidolgozasara 120 perc 4ll rendelkezésre.

Jo munkat!



XVI. FEKETE M!HALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha az f(x) olyan egész egyiitthatés polinom, hogy ot
kiilonb6zo egész helyen 1-et vesz fel értékiil, akkor nincs olyan a egész szam,
amelyre f(a)=-1 lenne!

Megoldas: Legyenek q,,a,,a;,a,,a; azok a kiilonbozé egész szamok, amelyekre

f(a] ) = f(az) = f(a3) = f(a4) = f(as) =1. Tegyiik fel, hogy van olyan a egész
szam, amelyre f(a)=-—1. Ismeretes, hogy ha f(x) egész egyiitthatés polinom, ¢ és
d pedig kiilonbozé egész szamok, akkor (c—d)|(f(c)— f(d)). Ekkor viszont
a,—a,a,—a, a,—a,a,—a,a; —a killonbozd egész szdmok, amelyek a 2 egész szdm
osztéi. Ez ellentmondds, mert a 2-nek csak négy kiilonbozo egész osztdja van: 1,
—-1,2, -2, tehét a feltételezés nem igaz.

2. Adottak az A,B,C,D nem egy sikban fekvé pontok, amelyekre érvényes, hogy

AB=BC=CD=DA. Az M , illetve az N pont az AC, illetve a BD szakasz
felezopontja. Igazold, hogy MN az AC és BD szakaszok kozos merdlegese!
Megoldas: Mivel az ABDA és BCDA egymassal egybevigd, ezért AN =CN,
hiszen egymassal egybevago, egyenlé szara haromszogek stlyvonalairél van sz6. fgy
viszont az ACNA 1is egyenl6 szaru és MN az alaphoz ( AC -hez) tartozé stlyvonal,
amibdl kovetkezik, hogy MN L AC. A masik merdlegesség hasonldé modon
igazolhaté.

3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a természetes szamok halmaziaban:
x+123=y".

Megoldas: Az x <5 természetes szamokra kiprébaljuk, és latjuk, hogy egyediil x=5

esetén kapunk teljes otodik hatvanyt eredményiil: 54123=243=3". Tehit egy

megoldds biztosan létezik, mégpedig az (x,y)=(5,3). Bebizonyitjuk, hogy tobb

megoldds nem létezik. Legyen x>6. Ekkor biztosan teljesiil, hogy 9|x! , amib6l

kovetkezik, hogy x+123=, 0+6=6. Vagyis y’-nek is a 9-cel val6 osztdsi maradéka

6 kell, hogy legyen, vagyis y’-nek oszthaténak kellene, hogy legyen 3-mal, de 9-cel
nem, ami nyilvdnval6an nem lehetséges.

4. Kezdetben egy 3x3 -as tablazat minden mezéjén O all, majd egy-egy lépésben a
tabla valamely 2x2-es részén a szamok mindegyikét 1-gyel ndveljiik.
Megkaphatjuk-e ilyen 1épésekkel a kovetkezé kitoltést?
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I. megoldas: Nem. Vegyiik észre, hogy ha a megadott szabaly szerint mddositjuk a
tablazatot, minden Iépésben a kdzépso szam értéke egyenld lesz a négy sarokban levo
szam Osszegével. Ez a megadott tdbl4dzatra nem teljesiil, tehat a megadott kitoltés nem
érhetd el.

II. megoldas: Vegyiik észre, hogy a kdzéps6 szam lényegében az elvégzett 1épések
szamat adja meg. Vagyis a fenti esetben 18 1épést végeztiink el, ami egyben azt
jelenti, hogy 18-szor emeltiik a tablazatban szereplé szamok Osszegét 4-gyel. Igy, ha
szabdlyosan jartunk volna el, a tdblazatban szerepld szamok Osszege 72 kellene, hogy
legyen, ami nem teljesiil a fenti tdblazatra.



