XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januar 29.

10. évfolyam

1. Hatarozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a végzodése
ugyanaz a kétjegyili szam, mint maganak az eredeti szamnak?

2. Hany megoldasa van az egyenletrendszernek a valds szamnégyesek halmazaban és
melyek ezek?

X* +y>+2°+1* =50,
x* —y*+12° —t* =40,
Xy —zt =0,
X-y+z+t=0.

3. Az ABCD négyzet AB oldala felett Kkifelé félkort szerkesztiink. Ezen a félkoron

melyik az a P pont, amelyre az AP’ +CP? a lehet6 legnagyobb és mennyi a maximum
ertéke?

4. A téblara felirunk 2019 nullat, 2020 egyest és 2021 kettes szdmjegyet. Minden
alkalommal két Kiilonboz6 szamjegyet torliink és helyettiik a 0, 1, 2 szamjegy kozll azt
az egy szamjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerlt letorlésre.

a) Bizonyos lépés utdn maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szadmjegy maradt, akkor melyik szamjegyek lehetnek
azok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 10. évfolyam

1. Hatarozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a végzodése
ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

Megoldéas: Ha a feltételek teljestilnek, akkor 100|(a2 —a) azaz a-(a—1)=100k =4-25-k .
Mivel (a,a-1)=1, ezért 25|a és 4|(a—1), vagy 25|(a—1) és 4|a, vagy 100|a, illetve
100|(a-1).

Az els6 esetben az a szam végzddése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezek koziil csak a 25-tel
végzOdoek felelnek meg.

A masodik esetben az a—1 szam végzddése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezekbdl csak azok
felelnek meg, amikor a—1 75-re végzédik, azaz az a szam végzddése 76.

A harmadik esetben a 00 végzodoek felelnek meg.
A negyedik esetben a 01-re végzddoek felelnek meg.

2. Hany megoldasa van az egyenletrendszernek a valds szamnégyesek halmazaban és
melyek ezek?

X* +y>+2°+t> =50,

x* —y*+12° —t* =40,

Xy —zt =0,

X—y+z+t=0.
Megoldéas: Az utolsé két egyenlet alapjan két eset lehetséges xy =zt =0 vagy xy =zt #0.
Az els6 esetben x=0 vagy y=0 és z=0 vagy t=0 lechetséges, de ez az elsé egyenletet
nem elégiti ki. gy tehat csak a masodik esetre kaphatunk megoldast azaz xy = zt =0, vagyis

%= z , vagyis t =kx és y=kz, ahol k nem 0 valds szam. Az egyenletrendszer pedig
y

x* +k?z% + 22 + k®x* =50, (1+K*)(x*+2%) =50,
x> —k*z° + 22 —k*x* =40, tehat (1—k2)(x2+zz)=—40,
x—kz+z+kx=0, (1+k)x+(1-k)z=0.
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A masodik és els6 egyenlet hanyadosa ="z és ebbdl k=-3 vagy k=3. Ha k=3,

k2
akkor z=2x, t=3x, y=3z=6x és ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve adodik, hogy

x? =1. Hasonléan, ha k =-3, akkor z:g, t=-3x, y:—32:—gx és ezeket az elsO

egyenletbe helyettesitve adodik, hogy x*=4. A megoldashalmaz igy négy szamnégyest

tartalmaz és ezek a kovetkezok:
1,6,2,3),(-1,-6,-2,-3),(2,-3,1,-6), (-2, 3, -1, 6).

3. Az ABCD négyzet AB oldala felett Kkifelé félkort szerkesztiink. Ezen a félkoron

melyik az a P pont, amelyre az AP?>+CP? a lehet6 legnagyobb és mennyi a maximum
értéke?



Megoldas: A négyzet oldala legyen a hosszUsagu és szerkessziink a BC oldal felett is
felkort. Az AB atmér6ji félkor ivén felvesziink egy tetszdleges P pontot és dsszekotjik a B

ponttal. Ez az egyenes Q pontban metszi a BC atmér6jti ivet. Mivel a BQC szbg derékszdg
és AP=BQ=x, valamint BP=CQ =y, ezért PC?=(x+y)’ +y? =x* +2y? +2xy.

Ennek alapjan adodik, hogy AP®+PC? =2(x* +y” +xy)=2(a’ +xy).

Mivel x*+y* =a* konstans, az xy szorzat pedig akkor maximalis ha egyenldk a tényezék,

a . . , L
azaz x=y=-—, vagyis a P pont az AB iv felezSpontja, ezért AP?>+PC? maximalis

NA

értéke 3a®.

4. A téblara felirunk 2019 nullat, 2020 egyest és 2021 kettes szdmjegyet. Minden
alkalommal két Kkiilonb6z6 szamjegyet torolink és helyettik a 0, 1, 2 szamjegy kozil azt
az egy szamjegyet irjuk, amely abban a Iépésben nem kerlt letorlésre.

a) Bizonyos lépés utdn maradhat-e csupa nulla sorozat?

b) Amikor a tablan csak egy szadmjegy maradt, akkor melyik szamjegyek lehetnek
azok?

Megoldas: Legyen a, =2019, b, =2020, c,=2021. Az a,, b,, c, jeldlik rendre az n-edik
Iépés utani 0, 1, illetve 2 —es szamjegyek szamat és ezek minden lépésben valtoznak. A kezd6
adatok alapjan a 0 és a 2-esek szdma azonos paritasiak és az egyesek szamanak paritasa
pedig nem egyezik meg ezzel.

a) Feltételezziik, hogy n lépes utan csak nullak maradtak a tablan, azaz b, =0=c,, de ez az
eldbbi paritas vizsgalattal ellentmondo.

b) Ha az n Iépés utan egy szamjegy maradt a tablan, akkor az a_, b,, ¢, koziil kettd nulla és

ezek tehat azonos paritastak, igy a b, =1, tehat az 1 szamjegy maradt a tablan.



