XV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2018. december 1.

9. évfolyam

1. Mely valds szamok elégitik ki a kovetkezo egyenletrendszert:
—2018|x|+ y+2z=2017,

x+y+z=2018,
x+y+2z=2019.

2. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyre érvényes, hogy ha 7-tel, 8-cal,
9-cel vagy 10-zel maradékosan elosztjuk, akkor a maradék rendre 2, 0, 1, 8?

3. Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 40 cm, BC oldalanak hossza 30 cm.
A téglalap AD és CD oldaliara mint atmérére félkoroket rajzolunk a téglalap
belseje felé. A két félkor a téglalap P pontjaban metszi egymast. Mekkora az
ABP haromszog teriilete?

4. a) Egy bolha ugral a szimegyenesen. Az origobol indul és mindig egy
egységnyit ugrik pozitiv vagy negativ iranyba. Hol lehet ez a bolha a 100. ugras
utan? Hany ilyen pont van?

b) Egy masik bolha ugral a derékszogii koordinata-rendszerben. Az origébél
indul és mindig egy egységnyit ugrik valamelyik tengellyel parhuzamosan. Hol
lehet ez a bolha a 100. ugras utan? Hany ilyen pont van?

A feladatok kidolgozasara 120 perc 4ll rendelkezésre.

Jo munkat!



XVI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 9. évfolyam

1. Mely valés szamok elégitik ki a kovetkezo egyenletrendszert:
—2018|x|+ y+z=2017,
x+y+z=2018,
x+y+2z=2019.

Megoldas: A harmadik egyenletbdl kivonva a masodikat z =1-et kapunk. Ekkor az
egyenletrendszer igy médosul:

—2018|x|+ y = 2016,
x+y=2017.
Most az els6 egyenletbdl kivonva a masodik egyenletet adédik, hogy —2018|x| =x-—1.

Ha x <0, akkor 2017x=-1,és x=— 20117 , a masodik egyenletbdl pedig

|
— 2017 ——.
Y 2017

Ha x>0, akkor 2019x=1,¢és x= 20119 , a masodik egyenletbdl pedig

y=2016218
2019
A két megoldas tehat: —L;ZONL;l és L;ZOI6%;I .
2017 2017 2019 2019

2. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyre érvényes, hogy ha 7-tel, 8-cal,
9-cel vagy 10-zel maradékosan elosztjuk, akkor a maradék rendre 2, 0, 1, 8?

Megoldas: Eloszor tekintsiik az elsd két feltételt, azaz keressiink olyan természetes
szamokat, amelyek 7-tel osztva 2-t, 8-cal osztva 0-t adnak maradékul. Ezek a szamok
biztosan 7k+2 alakuak, ahol k£ nemnegativ egész szam. A 8-cal val6é oszthatosag
miatt k lehetséges értékei: 2, 10, 18,..., azaz 7k +2 lehetséges értékei 16, 72, 128,....
Pontosan ezek azok a szamok, amelyek teljesitik az elsé két feltételt. Altalanos
alakjuk: 56/ +16, ahol / nemnegativ egész szam.

Ha egy 56/+16 alaku szam 9-cel osztva 1l-et ad maradékul, akkor az 56/+15
oszthatd 9-cel. A konnyebb szdmolds érdekében szamoljunk csak a 9-es
maradékokkal, azaz vizsgéljuk a 2/+6 kifejezés 9-cel val6 oszthatésagit. Konnyen
lathato, hogy [ lehetséges értékei 6, 15, 24, 33, 42,..., azaz az eredeti kifejezésbe
behelyettesitve 56/ +16-ra 352, 856, 1360, 1864, 2368,...adodik.

A 2368 kielégiti a feltételeket, és mivel a feladat minden 1épésében a lehetd legkisebb
szamot valasztottuk, a 2368-ndl nincs kisebb megfeleld szam.



3. Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 40 cm, BC oldalanak hossza 30 cm.
A téglalap AD és CD oldalara mint atmérére félkoroket rajzolunk a téglalap
belseje felé. A két félkor a téglalap P pontjaban metszi egymast. Mekkora az
ABP haromszog teriilete?

Megoldas: Mivel a P pont rajta van az AD €s az AB oldalakra mint atmérékre
rajzolt koriveken, ezért az APD szdg €s az CPD szog egyarant derékszog (lasd az
abrat).

D C

A B

Eldszor kiszdmitjuk a DP szakasz hosszét, amely az ACD derékszogli haromszog
magassiga. Ismerve a téglalap atlgjanak hosszat, amely Pitagorasz-tétele alapjan
50 cm, a teriiletet kétféleképpen kapjuk:

ADéDC = AC-DP , ahonnan DP = (30-40) :50=24 cm.
Kovetkezd 1épésként kiszamoljuk az AP szakasz hosszit. Mivel DP> = AD> — AP®
és DP*=DC?—PC?, a jobb oldalakba beirva az ismert hosszakat és egymadssal
kiegyenlitve 6ket a kovetkezd egyenletet kapjuk:

30> - AP? = 40% (50— AP)’,
900 — AP? =1600—2500+100AP — AP?,
ahonnan AP =18 cm és PC =32 cm. DP is kiszdmithato:
DP =\ AD? — AP* =\[30° —18* =24,

Most a DPC haromszog tertiletét kétféleképpen felirva ki tudjuk szamolni az x-szel
jelolt szakasz hosszat:

DP-PC x-CD 24-32 96
= ,ahonnan x=———=—=19,2cm.

2 2 40 5

AB-y 40-10,8

Mivel y=30-19,2=10,8 cm, igy T,zp = =216 cm”, s ez a keresett

2
teriilet.



4. a) Egy bolha ugral a szamegyenesen. Az origébdl indul és mindig egy
egységnyit ugrik pozitiv vagy negativ iranyba. Hol lehet ez a bolha a 100. ugras
utan? Hany ilyen pont van?

b) Egy masik bolha ugral a derékszogii koordinata-rendszerben. Az origébdél
indul és mindig egy egységnyit ugrik valamelyik tengellyel parhuzamosan. Hol
lehet ez a bolha a 100. ugras utan? Hany ilyen pont van?

Megoldas: a) Tegyiik fol, hogy a bolhdnak x ugrdsa volt pozitiv irdnyba, ekkor a
100. ugrds utidn az x—(lOO—x)sz—lOO -adik pontban van. Mivel x lehetséges
értekei 0, 1, ..., 100, igy az el6z0 kifejezés a —100,—-98,-96,...,98,100 értékeket adja,

vagyis pontosan ezekben a pontokban tartézkodhat a bolha a 100. ugrds utdn. A masik
kérdésre valaszolva: 101 ilyen pont van.

b) Ha a bolha a 100. Iépés utdn — nevezziik ezt a tovdbbiakban végallapotnak — az
(x; y) koordindtdju pontban 4all meg, akkor |x|+|y| =100. Ezek szerint a bolha
végéllapota egy olyan ABCD négyzetben (beleértve annak hatarat is) van, amelynek
csticsai: (100;0),(0;100),(—100;0),(0;—100).

1. eset: Megmutatjuk, hogy a négyzet minden olyan racspontja széba johet, amelyre
x+y péros. Ugyanis ekkor a 100—x—y is péros, ugorjon ennyit a bolha oda-vissza

a (0;0) és a (0;1) pontok kozott, majd a megmaradt ugrasokbol ugorjon x-et az x
tengellyel parhuzamosan a megfeleld iranyba, és y -t az y tengellyel parhuzamosan
ugyanigy. Ekkor a bolha éppen az (x; y) pontba jut.

2. eset: Megmutatjuk, hogy az ABCD négyzet olyan pontjai, amelyek esetén x+y

paratlan, nem johetnek széba. A bolha egy ugrdsa sordn a helyzetét leir6 koordinatak
Osszege paritast vélt. Az elsd ugrds utdn ez pdratlan, majd péros, majd pdratlan, és igy
tovéabb. Vilagos, hogy a 100. ugras utdn az x+y 0Osszeg csak pdros lehet.

Hatra van még a végallapotok Osszeszamlalasa. A (100;k) koordinataju pontok koziil
a bolha csak a (100;0) pontba tud eljutni a kordbbiak szerint. Ezt igy irjuk, majd a
gondolatmenetet folytatjuk:

(100; k) k=0 Osszesen 1 darab
(99:k) k=-1,1 Osszesen 2 darab
(98;k) k=-2,0,2 Osszesen 3 darab
(l;k) k=-99,-97,...,97,99 Osszesen 100 darab
(0;k) k =-100,-98,...,98,100  Osszesen 101 darab

A szimmetria miatt az 0sszes esetek szama tehat:

101+2-(100+99+98+---+2+1)=101+2-101'100

=101> =10201.




