XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2016. december 3.

11. évfolyam

1. Oldd meg az

x:‘/ﬁ\ﬁ _ y2.3 yz

Y =3

egyenletrendszert a valos szamok halmazan!
2. Szamitsd ki a sin6°-sin42°-sin 66°-sin 78° szorzat értékét!

3. Hatarozd meg mindazokat az (a;b) valés szamparokat, amelyekre teljesiil az

(a+ib

)2016 =a—ib egyenléség!

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztiill a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket hizunk, amelyeken a haromszog
sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesiil az

m n p

—+—+—=2 egyenldség!
a b c

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



XIV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
MEGOLDASOK - 11. évfolyam

1. Oldd meg az

P — 232

yl e

egyenletrendszert a valés szamok halmazan!

Megoldas: A megoldas feltétele x>0 és y>0. Vegyiik észre, hogy az x=1 és
y=1,azaz az (1;1) rendezett par megoldasa az egyenletrendszernek.

Most tegyiik fel, hogy x#1, y#1. Ekkor tizes alapui logaritmussal talakitjuk az
egyenleteket a kovetkezd modon:

((‘/;+\/;)-logx:§logy,
(i‘/;+\/;)-logy=§logx,

valamint

(f+\/=) 810gy’

3log x
21
()= 3125;'

8logy 2logx

ahonnan kapjuk, hogy , azaz 4log” y=1log” x.

3logx 3logy
Most két esetet figyelhetiink. Ha 2log y =logx , tehat x = y*, visszahelyettesitve azt

kapjuk, hogy 2\/_—— a megoldésa pedig (x y) (5 gj

Ha viszont 2log y =—log x, akkor ( X+ \/5) <0, ami lehetetlen.

A megoldashalmaz tehat: M :{(1 1) (;61 ‘9‘]}

2. Szamitsd ki a sin 6°-sin42°-sin 66°-sin 78° szorzat értékét!

Megoldas: A szorzatot megszorozzuk és elosztjuk 2cos6° kifejezéssel, majd a
kétszeres szogek képletével egyszertibb alakra hozzuk:

sin6°-sin42°-sin66°-sin78°:28m6 ~€0s 6°-8in 42°-5in 66°-sin 78° _

2cos6°
_ 2sin12°-sin42°-sin 66°-cos12°  2sin 24°-sin42°-c0s24°
B 2-2cos6° B 2-2-2cos6° B
2sin48°-cos48° sin 96° sin 84° cos6° 1

2-2-2-2cos6° 2.2-2-2¢086° 2-2-2-2c0s6° 16-cos6° 16

Az étalakitas soran felhasznaltuk a 2sinacosa =sin2a és a sina =cos(90°—a)

trigonometriai azonossigokat.



3. Hatarozd meg mindazokat az (a;b) valds szamparokat, amelyekre teljesiil az

(a+ib

)2016 =a—ib egyenléség!

2016

Megoldas: Legyen z=a+ib , akkor a feladat z*'® =7 | vagyis |z|2016 =||

L. eset: ha |z| =0, akkor z=0+0i.

IL eset: ha |2 =1, akkor |z|=1, illetve z*'® =Z. Az utolsd egyenl3ség mindkét
oldalat beszorozva z -vel, adédik, hogy

22017=Z-Z=|z| =1,
azaz
2, —cos 2K Lisin 2Kk —0,1,2,...,2016.
2017 2017

4. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjan keresztill a BC=a, CA=b és
AB =c oldalakkal parhuzamos egyeneseket hiizunk, amelyeken a haromszog

sorra m, n, p szakaszokat metsz ki. Bizonyitsd be, hogy teljesiil az
mnP_y egyenloség!
a b c

Megoldas: Jeloljik az ABC haromszog teriiletét T-vel, ekkor
T a-h, b-h, c-h

2 2 2
Legyen r a beirt kor sugara. Mivel ABCALl BEFA, mert parhuzamosak az oldalaik,
ezért alapjaik és magassigaik ardnyosak, azaz n_ h”h_r. A péarhuzamos oldalak
b

miatt hasonléan kapjuk, hogy ABCA[l AHGA, ahonnan m_ h, r, valamint hogy
a

ABCALU CIJA, ahonnan

p_ h-—r

¢ n

Ebbdl adodik, hogy
mon. p_
a b c

_h,—r h—-r h-r_
- ha hb hc




