XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

12. évfolyam

1. Oldd meg a val6s szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
109,04 X+1+,/log,, Xx+3=1.

sin x+ tgx

>0 egyenlétlenséget!
cosx+ctgx o &

2. Oldd meg a valés szamok halmazén a

3. lgazold, hogy barmely téglatest V térfogata és F felszine kozott fenndll a
216V % < F* egyenlétlenség! Mikor allhat fenn egyenl6ség?

4. Allitsd el6 az

1 1 1 1 1 1
S=\lt5+=+ I+ +5+..+,[1+ st ———
¥ 2 2° 3 2013° 2014

Osszeget S _P alakban, ahol p,qe N és p,q relativ primek!
q

A feladatok kidolgozésara 120 perc &ll rendelkezeésre.

J6 munkat!



MEGOLDASOK - 12. évfolyam

1. Oldd meg a val6s szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
109004 X+1+,/log,, Xx+3=1.

Megoldés: Az értelmezési tartomany meghatarozasa a kovetkezd gondolatmenettel
torténik:
x>0 A log,o Xx>-1 A log,,x>-3

x>0 A logy, X=10g,,,(0,04)" A log,, x> log,,(0,2)"

3
x>0 A xs@ A X< E
4 2

x>0 A X<25 A x<£125
O0<x<25.

Hasznaljuk fel, hogy log, o, X = Iogov22 X =%Ioga2 X, és vezessik be a log,, x=t
helyettesitést. Ekkor azt kapjuk, hogy
/%t+1+\/t+3 =1,
illetve négyzetre emeléssel
1

Et+1+2« %t+1«\/t+3+t+3=1
2- lt+1«\/t+ =—§t—3, —Et—320
2 2 2
4-(lt+lj-(t+3)=gt2+9t+9,
2 4
(2t+4)~(t+3)=%t2+9t+9,
2t2+10t+12=%t2+9t+9,

Leitese 0,
4
t?—4t-12=0 < t =6 v t,=-2
A t, =6 megoldas nem elégiti ki a —gt—Sz 0 feltételt, s igy az egyetlen megoldés a

t,=-2 < logy,x=-2 < x=0,27=5" < x=25.



sin X+ tgx

2. Oldd meg a valés szamok halmazén a
COS X + Ctgx

>0 egyenlétlenséget!

Megoldas:
sinx+tgx _ sin®x(cosx+1) N
cosx+ctgx  cos® X (sin x +1)

: , . , . . krz
Ertelmezeési tartoméany: sin x = 0,cosx = 0,sinx # —1, azaz x # 7, keZ.

Tudjuk, hogy sin® x>0 és cos”x > 0. Ekkor

sin® x (cos x+1) cos X +1
>0 <

T o . >0
cos” x(sin x+1) sinx+1

amely 0sszevetve az értelmezési tartomannyal is, akkor teljesil, ha:
. . kr
a) sinx+1>0 A cosXx+1>0 < sinx>-1 A cosx>-1 < x;t?,kez

b) sinx+1<0 A cosXx+1<0 < sinx<-1 A cosx<-1
amibdl pedig nem kapunk megoldast.

Osszefoglalva, az egyenl6tlenség megoldashalmaza : M =R\ {%} keZ.

3. lgazold, hogy barmely téglatest V térfogata és F felszine kozott fenndll a
216V % < F* egyenlétlenség! Mikor allhat fenn egyenl6ség?

Megoldés: Ha a téglatest elei a,b,c, akkor V =abc, F =2(ab+bc+ac).
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség miatt

Mgwracz 3/abbcac = 3/(abc)® = %/\7
sigy
F =2(ab+bc+ac)=6~wze.§/\7,

amelybdl kdbre emeléssel kapjuk, hogy F®>216-V? (ezt kellett bizonyitani).

Az egyenléség akkor all fenn, amikor ab=bc=ac,ami ekvivalens azzal, hogy
a=b=c, vagyis amikor a téglatest kocka:

ab=bc= ab-bc=0<b(a-c)=0<=b=0va=c,

mivel b =0 nem lehetséges, igy a =c. Hasonléan b=c, illetve a=c.



4. Allitsd elé az

1 1 1 1 1 1
S=\lt5+=+ I+ +5+..+, 1+ st ———
1 2 2° 3 2013 2014

Osszeget S _P alakban, ahol p,qe N és p,q relativ primek!
q

Megoldés: Alakitsuk a gyok alatti kifejezéseket a kovetkezOképpen:
1+i+ 1 n’(n+1)*+(n+1)*+n* n’(n*+2n+1)+n’+2n+1+n”*
n? (n+1)2 n?(n+1)>2 n?(n+1)>2
nt+2n’+n’ +nf+2n+1+n°  nf+n®+1+2n°+2n°+2n  (n®+n+1)?
n?(n+1)? n?(n+1)? n(n+1)>*

ig

y
2 2 2
1+i2+ 1 - (n2+n+12) _n +n+1=n(n+1)+1=1+ 1 =1+1_L
n (n+1) n“(n+1) n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l
Ekkor
S=(1+}—lj+(1+E—Ej+(1+l—£j+...+(1+L—Lj+(l+L—ij
1 2 2 3 3 4 2012 2013 2013 2014

2
S=2013+1_2L=2014_ 1 _2014 -1
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