XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

9. évfolyam

1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer
mérkozott meg. A gyézelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. A verseny
végén minden csapatnak mas volt a pontszadma, az utolsé csapat 21 pontot szerzett.
lgaz-e, hogy a gyoztes csapat legalabb egyszer dontetlent jatszott?

2. Keressiik meg az Osszes olyan kétjegyii szamot, amelyre igaz, hogy ha a szamot
elosztjuk a szamjegyei szorzatéaval, akkor a hanyados 5, a maradék 2.

3. Egy derékszogli haromszoghben az atfogohoz tartozé magassag a hegyesszogek
szogfelezoivel olyan o és S hegyesszOgeket zar be, melyek aranya 2:3. Mekkorédk a
derékszogil haromszog hegyesszogei?

4. Legyen az X, X,,..., X, €9€sz szamok szorzata 1.
a) Bizonyitsd be, hogy az X, +X, +...+ X,5, 0SSzeg nem oszthato 4-gyel!

b) Szamoljuk ki az (xl +ij(x2 +iJ...[xm +1J kifejezés lehetséges értékét!
X2 X3 Xl

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XX. FEKETE MIHALY EM’LEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 9. évfolyam

1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, és minden csapat minden csapattal egyszer
mérkozott meg. A gyézelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. A verseny
végén minden csapatnak mas volt a pontszadma, az utolsd csapat 21 pontot szerzett.
Igaz-e, hogy a gyoztes csapat legalabb egyszer dontetlent jatszott?

15-14

Megoldas. A versenyen a csapatok 0sszesen =105 mérkozést jatszottak. Egy

mérkdzésen mindig 4 pont sorsa dolt el, igy egyiittesen Osszesen 4-105=420 pontot
szereztek a csapatok. Mivel az utols6 21 pontot szerzett, igy az 6t megel6zd legalabb 22-t, az
6t megel6z6 23-at,..., az els6 legalabb 35 pontot szerzett. Mivel

(21+35)-15

21+22+23+...+35= =28-15=420,

ezért csak ez a lehetdség valdsulhatott meg, hogy mindenki a lehetd legkevesebb pontot
szerezte, azaz az elsd csapatnak 35 pontja lett 14 mérk6zésbol.

Tegyiik fol, hogy a 35 pontot kizarolag gydzelembdl és vereségbdl érték el. Jeloljek x a
gyb6zelmek szamat. Ekkor

3x+(14-x)-1=35,
2x =21,
vagyis X nem lehet egész szam, azaz csak gyézelmekkel és veresegekkel nem Iehet 35 pontot

szerezni. Igy a gy6ztes csapat jatszott legalabb egy dontetlent. Példaul 10 gydzelem, 1
dontetlen és 3 vereseg esetén éppen 35 pontot szerezhettek.

2. Keressiikk meg az osszes olyan kétjegyu szamot, amelyre igaz, hogy ha a szamot
elosztjuk a szamjegyei szorzatéaval, akkor a hanyados 5, a maradék 2.

Megoldas. A keresett szam legyen xy alakd, ahol x nyilvan nem lehet 0. A feltétel alapjan ha
10x + y -t elosztjuk xy -nal, akkor a hanyados 5, a maradék 2. Ezek szerint
5-xy+2=10x+Yy,
5xy-10x—-y+2=0,
(5x-1)(y-2)=0.
Az elsé zardjelben semmilyen X szdmjegy esetén nem kaphatunk nullat, tehat az egyenlet

megoldasai: y=2 és x tetszbéleges nullatol kiilonb6z6é szamjegy. A lehetséges megoldasok

tehat: 12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 92. Ellendrzéssel azt kapjuk, hogy a 12-n kivil valéban
mind megoldasa is a feladatnak.

3. Egy derékszogii hiaromszogben az atfogohoz tartozé magassag a hegyesszogek
szogfelezoivel olyan o és S hegyesszOgeket zar be, melyek aranya 2:3. Mekkorédk a
derékszogil haromszog hegyesszogei?

Megoldas. Tekintsik az alabbi abra szerinti jel6léseket. A két szogfelez6 és a magassagvonal
altal Iétrehozott haromszdget KLM haromognek neveztik el.



Az ABC haromszdég B
hegyesszogeinek 0sszege
26+20=90°, innen &+95=45°.
Ez alapjan az AKB haromszdgben B
AKB<«=135°.

A p-val jelolt sz6g és a KLM<
cslcsszogek, ezért egyenlék. A KLM 0
hadromszdgben az AKB kiils6 szog
egyenlé a két nem mellette fekvd € \
bels6 szoggel, vagyis o+ f =135°.

Mivel a feltétel szerint ﬁ:%, és ezert azéﬁ, innen pedig §ﬂ+ﬂ:135°, ahonnan

egyszerli szamolassal kapjuk, hogy S =81° és a =54°.

A p és az ¢ sz6g ugyanannak a derékszogli haromszognek a hegyesszogei, igy f+&=90°,

ahonnan az elézdéek alapjan & =9°. Hasonldan az o €s a d sz6g ugyanannak a derékszogii
haromszdgnek a hegyesszdgei, igy a+ 06 =90°, ahonnan az eléz6ek alapjan & =36°.

Az ABC haromsz0g hegyesszigei tehat 2¢ =18° és 25 =72°.

4. Legyen az X, X,,..., X, €9€sz szamok szorzata 1.
a) Bizonyitsd be, hogy az X +X, +...+ X,,,, 0Sszeg nem oszthato 4-gyel!

b) Szamoljuk ki az (xl +ij(x2 + iJ...[xm +lJ kifejezés lehetséges értekét!
XZ X3 Xl

Megoldas. @) Mivel X X, ... Xy, =1, €Z&rt X, X,,..., Xpp, € {11}, és a —1-esek szdma
paros. Jelolje a az 1-esek, b a —1-esek szdmat (b péaros szam). Ekkor a kérdéses 0sszeg igy
szamithato ki:

X Xy F ot Kogpy =
=a-1+b-(-1)=a-b=a+b-2b=2022-2b=2022-2-(2k ) = 2022 — 4k =
=2020-4k +2=4-(505-k)+2,

ahol k nemnegativ egész szam. Tehat a kérdéses dsszeg 4-gyel osztva 2-t ad maradékul.

b) Ha mindegyik x; szam egyenlé 1-gyel, akkor [xi +ij[x2 +ij...[xmz +lj =2%%2 Ha
X2 X3 Xl

mindegyik x; szam egyenlé —1-gyel, akkor [x1 +iJ[x2 +i}..[x2022 + l] =(-2)"* =272,
2 X3 Xl
Ha a szamok kozott van 1-es és —1-es is, akkor van két szomszédos, amelynek kilénbozik az

_ xjxj+1+1: -1+1

eljele. Legyenek ezek X; €s Xj+1. Ekkor X; +
X

=0 miatt az egesz

Xj+1 j+l Xj+l

szorzat O lesz.



