XIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

12. évfolyam

1. Egy természetes szamot sikeresnek neveziink akkor, ha tizes szamrendszerbeli
alakjaban szereplé szamjegyeit két csoportra lehet osztani ugy, hogy a
csoportokban lévé szamjegyek Osszege megegyezzen. Keresd meg azt a legkisebb

N természetes szamot, amelyre N is és (N +1) is sikeres!

2. Az ABC hegyesszogi haromszogben legyen D pont a C csdcsbol hizott
magassag talppontja gy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D ponthdl
hizott merdéleges talppontja az A csicsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABCZ szogfelezije!

3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

Va=2va—1 +yx+24x—1 =log, (x-1).

4. Hatarozd meg, hogy mely n természetes szamok esetén lesz az

S =2015"+2015""+...+2015+1
kifejezés oszthat6 2014-gyel! Hatarozd meg a két legkisebb ilyen szamot!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



MEGOLDASOK - 12. évfolyam

1. Egy természetes szamot sikeresnek neveziink akkor, ha tizes szamrendszerbeli
alakjaban szereplé szamjegyeit két csoportra lehet osztani gy, hogy a
csoportokban 1évé szamjegyek Osszege megegyezzen. Keresd meg azt a legkisebb

N természetes szamot, amelyre N is és (N +1) is sikeres!

Megoldas: Nyilvanvald, hogy egy tetszbleges sikeres szdm szdmjegyeinek Osszege
pdros. N és (N+1) egyszerre csak akkor lehet sikeres, ha N kilencesre végzddik.

Ellenkezd esetben ugyanis N és (N +1) szdmjegyei Osszegének paritdsa eltérd lenne.

N nem lehet kétjegyli szam, mert az egyetlen lehetséges kétjegyli szdm ekkor az
N =99 lenne, de ekkor N+1=100 nem sikeres szdm. Tehdt a hdromjegyli N
szamokat kell vizsgdlni, vagyis:

N =xy9
ahol y<9,igy

N+1:x(y+l)0.

Ekkor x+y=9 és x=y+1, amibdl x=5, y=4. A keresett sikeres szdmok tehat az
549 és 550.

2. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csticsbol huzott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbél
hizott merdéleges talppontja az A csucsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABCZ szogfelezdje!

Megoldas: Mivel DAL/ =90°-ABCZ=BCDZ és AD=CB, a két derékszogi
hdromszog, ALD és BCD a SZOG-OLDAL-SZOG egybevigésagi tétel alapjdn
egybevagd, és ezért befogoik is egybevagdak, azaz LD = BD . Tehat LDB haromszog
egyenld szard, s igy DLBZ = DBL/ .

Ezek alapjan 180°=LABZ+ ABLZ+BLAZ=90°-ABCZ+ ABLZ+90°+ ABLZ,
amibdl kovetkezik, hogy 2- ABL/Z = ABC /£, amit bizonyitani kellett.



3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

Va=2va—1 +yx+24x—1 =log, (x-1).

Megoldas: Mivel az egyenlet bal oldala nemnegativ, igy log s (x—1)20 kell legyen,

ahonnan 0<x—1<1=1<x<2. gy az egyenlet értelmezési tartomanya D = (1, 2] .
Vegyiik észre tovdbbd, hogy

x—2m:(m—l)2

x+2\/xT=(m+l)2,

ezért az egyenlet felirhat6 a kovetkezo alakban:

‘x—ﬁ‘+‘x+ﬁ‘ =log,(x-1).

Ha figyelembe vessziik az értelmezési tartomanyt, akkor az egyenlet felirhat6 abszolut

értékek nélkiil a
Nx—1+1-+x—1+1=log,;(x-1)

alakban, ahonnan
log,s (x—1)=2.
Innen

x—1=0,5" x:1+l<:)x:%.

Konnyen leellenérizhetd, hogy ez a szam valéban megoldasa az egyenletnek.

4. Hatarozd meg, hogy mely »n természetes szamok esetén lesz az

S =2015"+2015""+...+2015+1
kifejezés oszthat6 2014-gyel! Hatarozd meg a két legkisebb ilyen szamot!

Megoldas: El3szor beldtjuk, hogy S —(n+1) oszthat6 2014-gyel. Mivel
S—(n+1)=
=S—(1+1+..+1)=
=(2015" =1)+(2015"" =1)+...+(2015-1) +(1-1),
Ezért barmely k >0 természetes szam esetén
2015" —1=(2015-1)(2015"" +2015" 2 +...+1),
igy a (2015" —1) tagok mindegyike, illetve S—(n+1) is oszthaté 2014-gyel.

Ebbdl kovetkezik, hogy S akkor és csakis akkor oszthaté 2014 -gyel, ha (n+1) is

oszthaté 2014 -gyel.

A két legkisebb természetes szam, amelyekre S oszthaté 2014 -gyel, a 2013 és a
4027.



