XXI1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2025. december 7.

10. évfolyam

1. Hany olyan természetes szam van, amelybdl elvéve a szamjegyei 6sszegét 2025 -6t
kapunk?

2. Legyen az f:R—>R, f(x)=p’(x*+2x)+p’~1 masodfoka fiiggvény, ahol p
pozitiv valos paraméter, valamint legyen adott a t pozitiv valés szam. Mely p érték
esetén lesz az f grafikonjdnak tengelypontja, valamint az x tengellyel vett

metszéspontjai altal meghatarozott haromszog tertlete pontosan t-vel egyenlé?
(Tengelypontnak nevezziik azt a pontot, ahol a parabola metszi a szimmetriatengelyét.)

3. Hatarozd meg azokat a p és g primszamokat, melyre teljestl, hogy p és q
ikerprimek és p®— pg+q? is primszam! (Két primszam ikerprim, ha killénbségik 2 )

4. Az ABC haromszdg AC és BC szarain vegyuk fel rendreaz M és N pontokat, ugy
hogy |[AM|:|[MC|=1:m és [BN|:|NC|=1:n aranyok érvényesek legyenek. Hatarozd meg
az m,ne N, amelyekre teljestl, hogy Typc: Tune = 2:1.

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 10. évfolyam

1. Hany olyan természetes szam van, amelybdl elvéve a szamjegyei 6sszegét 2025 -6t
kapunk?

Megoldas. Jelolje n a természetes szamot és S(n) a szdmjegyek Osszegét. A fentiekbdl

felirhato egy egyenlet n—S(n)=2025, melybél az n=2025+S(n) alakl szamot kapjuk. Ez

alapjan a keresett szam egy négyjegyti vagy attol tobbjegyii szam lehet.

Nézziik elészor a négyjegyli esetet és probaljuk meg megbecsiilni, hogy milyen intervallumba

eshet ez a négyjegyli szam:

Egy négyjegyli szam esetén teljesiilnek a kovetkez6 feltételek: 1000 <n <9999, esetiinkben

2025<n<9999, amibdl egyben kOvetkezik a szamjegyek Osszegére vonatkozo feltétel,

mégpedig S (n) <36. Igy felirhato6 egy becslés n értékére, amely szerint

2025<n<2025+36, azaz 2025<n < 2061.

Most irjuk fel a kezd8 egyenletiinket kihasznalva a négyjegyi szam abcd  alakjat:
1000a+100b+10c+d —(a+b+c+d)= 2025, melyet rendezve

999a+99b +9c = 2025 azaz
9(111a+11b+c)=2025 egyenletet kapjuk.

Vegylk észre, hogy a bal és jobb oldal is oszthaté 9-cel, igy végil a 111a+11b+c =225
egyenlethez jutunk. Bar hdrom ismeretlenes egyenlet, de az a értéke meghatarozhato, hiszen
az csak maximum 2 lehet.

a=1 esetén a 111+11b+c =225 egyenletet kapjuk, amely nem fog teljestlni semilyen b,c
értekekre, hiszen mar b=9, azaz 111+99+c =225 esetén is ¢ mar kétjegyli szam kellene,
hogy legyen, ami nem lehetséges.

a=2 esetén 222+11b+c =225 egyenlethez jutunk, mely b=0 és c=3 értékek esetén
teljesil.

A fentiekbdl adodik, hogy abcd négyjegyli szam nem mas, mint 203d alak( szam, ami
benne is lesz a fentebb becsilt intervallumban barmely d esetén. Lattuk azt is, hogy az
egyenlet nem fugg d -t6l, igy valoban d felveheti barmely szdmjegy értékeét.

lgy 10 darab négyjegyii ilyen természetes szam  létezik mégpedig a
2030, 2031, 2032, 2033, 2034, 2035, 2036, 2037, 2038, 2039 szdmok.

Most nézziik meg, hogy lehet-e 6t- vagy attdl tobbjegyli a keresett szam.

Egy oOtjegyli szam esetén teljesiilnek a kovetkez6k: 10000 <n<99999, és 1<S (n) <45. E

két feltétel alapjan felirhat6 a kovetkez6: 10000 < n <2070, ami egyértelmiien ellentmondas.
Hasonl6an belathato, hogy n lehet semmilyen mas négyjegyiinél tobbjegyti szam.



2. Legyen az f:R—>R, f(x)=p*(x*+2x)+p’-1 masodfoka fiiggvény, ahol p
pozitiv valés paraméter, valamint legyen adott a t pozitiv valés szam. Mely p érték
esetén lesz az f grafikonjanak tengelypontja, valamint az x tengellyel vett

metszéspontjai altal meghatarozott haromszog tertlete pontosan t-vel egyenl6?
(Tengelypontnak nevezziik azt a pontot, ahol a parabola metszi a szimmetriatengelyét.)

Megoldas. Eldszor is alakitsuk at a parabola egyenletét: f (x)= p? (x2 + 2X)+ p® —1. Ebbél

kideriil, hogy konvex parabolardl van szd, hiszen a foegyiitthatd p> biztosan pozitiv szam,

ebbdl az is kovetkezik, hogy a fliggvény tengelypontja a minimumpontja lesz.
.. -b —2p? , -
Ismert, hogy a minimumpont helye x,,;,, = ~or Z8Z Xpin = o —1 és annak értéke
f(=1) = —1, melybdl ket fontos informacio is kovetkezik:
1. az f(x) konvex fliggvénynek biztosan lesz két valés megoldasa barmely p # 0
esetén,
2. akeresett haromsz6g magassaga h, = 1 egység lesz.
Most hatarozzuk meg a parabola nullahelyeit:
p2x? +2p*x+p?2—-1=0
p?(x?+2x+1)—-1=0
p’(x+1)2-1=0

1
(X+1)2—?=0

1 1
(x+1——)(x+1+—>=0
p p

1
X1 =—1+—=és x;=-1——
- 1 p 2 p - - -
Most hogy ismertek a parabola x tengellyel vett metszéspontjai, igy meghatarozhatjuk a
haromszdg csucsainak koordinatatit (—1, —1), (—1 - %, 0) , (—1 + %, 0).
A haromszdg alapja az x tengelyre illeszkedik, értéke pedig

1 1 2 . " P , , 2
a=|x;—x;| = |—1 + >~ (—1 — ;)| = |;| , mivel p pozitiv valos szam, igy a = >

A haromszog teriilete egyenld egy adott t valos szamértékkel, igy felirhato, hogy aza =t,
azaz

Tehat a p paraméter értéke a tertlet reciproka, vagyisap = % megoldast kapjuk.

3. Hatarozd meg azokat a p és g primszamokat, melyre teljestl, hogy p és q
ikerprimek és p®— pg+q°® is primszam! (Két primszam ikerprim, ha kiilonbségiik 2.)

Megoldas. Az ikerprimeket a kovetkez6 alakban lehet felirni: (p,p + 2), ami alapjan
ikerprimek a (3,5), (5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31),...



Mivel p és q ikerprimek, igy érvényes a kovetkez6: ¢ = p + 2 vagy p = q + 2. Vegyik
¢szre, hogy a vizsgalandd kifejezés szimetrikus, igy elegend0 csak az egyik esetet
kivizsgalnunk.

Jeldlje N azt a primszamot, melyet az 0sszetett kifejezéssel kapunk, igy

N =p*—pq+q°.

Behelyettesitve g = p + 2-et N = p? —p(p + 2) + (p + 2)? = p? + 2p + 4 kapunk.
Tovabb alakitva a kifejezést N = p? + 2p + 1 + 3 = (p + 1)? + 3 alak( szamot kapunk.
Nézziink meg néhany esetet:

(3,5) esetén N = (3 + 1)? + 3 = 19, ami prim, tehat a valasztott ikerprimek megoldas.

(5,7) esetén N = (5 + 1)? + 3 = 39, ami nem prim, igy nem lesz megoldas.

(11,13) esetén N = (11 + 1) + 3 = 147, ami nem prim, igy nem lesz megoldas.

(17,19) esetén N = (17 + 1)2 + 3 = 327, ami szintén nem prim.

Eszrevehetjiik, hogy a kapott értékek 3-mal oszthatd szamok, ezért nézziik hogyan viselkedik
a kifejezés altalanos esetben.

(p,q) esetén pés q kozott pontosan egy szadm talalhatd, mégpedig a p+ 1, ezért
vizsgalhatjuk a kovetkez0 szamharmast: p,p + 1,p + 2, ami harom egymast kovetd szam,
amirdl azt is tudjuk, hogy az egyik tag biztosan oszthaté 3-mal.

p > 3 esetében a szdmha&rmasban p és p + 2 biztosan primek, p + 1 pedig nem prim, igy
neki kell oszthaténak lennie 3-mal. Ebben az esetben pedig az N = (p + 1)? + 3 kifejezés
biztosan oszthato lesz 3-mal, igy nem kaphatunk primszamot N értékére.

Tehét a feladat megoldasai a (3,5) és (5,3) ikerprimparok.

4. Az ABC haromszdg AC és BC szérain vegylk fel rendreaz M és N pontokat, agy
hogy |AM|:[MC|=1:m és |[BN|:|NC|=1:n aranyok érvényesek legyenek. Hatarozd meg
az m,ne N, amelyekre teljesil, hogy Tygc: Tyne = 2:1 .

Megoldas. A feladat megoldadsdhoz mindenképpen készitsiink
abrat, vigyazzunk arra, hogy ne specialis esetben vegyik fel az M
és N pontokat és a vizsgalt ABCA és MNCA ne legyenek
hasonloak.

Induljunk ki a terlletek aranyabol, a tertleteket pedig irjuk fel ugy,
hogy k6zos szaron legyenek a haromszdg alapjai.

Legyen AD az ABCA magassaga, valamint az MD az MNCA

magassaga.

BC|'|AD| , NC|-|ME
EkkOf TABC = | |2| |es TMNC = ! |2| |

|BC|-|AD|_ INC|'|ME]|
2 ' 2

A kivant arany alapjan pedig felirhatjuk, hogy: = 2:1, melyet rendezve
|BC|-|AD| = 2 - |NC| - |ME| 0sszefliggést kapjuk.

Nézzik meg az abrat és vegyuk észre, hogy ADCA és MECA hasonlok, hiszen szogeik
paronként egyenl6ek. Emiatt felirhato |AC|: [MC| = |AD|: |ME].

Ismert, hogy |AM|:|MC|=1:m, igy |AC|:|MC|=(1+m):m és |AD|:|ME|=

1+m):m.
tehat /AP _ m+t
|ME| m

Adott tovdbba a |BN|: INC| = 1: n arany, amibd6l kovetkezik, hogy |BC|: INC| = (1 +n):n



IBC| _ n+1

azaz — = .

INC| n
Most térjliink vissza a teriiletekb6l kapott Osszefiiggésre: |BC|-|AD| =2 -|NC|- |ME|,
melyet atrendezve az alabbi egyenldséget kapjuk: % = %.

A megfelelé aranyparok behelyettesitésével pedig az mTH =2 % egyenlethez jutunk.

Hozzuk egyszertibb alakra az egyenletet:
m+1 5 n

m n+1

1+n)(1+m)=2mn

1+m+n+mn=2mn
mn—n—m=1
mn—n—m+1=2
nim—1)—-(m—-1)=2
m-1n-1)=2

Mivel a feladat m,n € N megoldasokat keres, igy egy Diofantoszi egyenlethez jutottunk.
m—-1)n-1)=2-1

Két lehetdségiink van:

m—1=2ésn—1=1, amibdl kdvetkezik, hogy m = 3 ésn = 2 vagy
m—1=1ésn—1=2, amib6l kovetkezik, hogy a m = 2 ésn =3 megoldasparokat
kapjuk.

Tehéat a feladatnak két megoldésavan: m = 3,n =2 vagym = 2ésn = 3.



