XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

12. évfolyam

1. Hatarozd meg azokat a primszamokat, amelyekre teljestl, hogy a koblikhez egyet
hozzdadva egy szam termeészetes szam négyzetét kapjuk!

2. Legyen a T pont az ABC haromszog koré irhato korének egy tetszéleges pontja.
Legyenek T,,T,, T, pontok rendre a T pont tengelyes tikrozéssel kapott képei a

BC, AC, AB egyenesekhez viszonyitva. Bizonyitsd be, hogy a T,,T,T, pontok
kollinearisak!

3. Bizonyitsd be, hogy minden x,y,z pozitiv valés szamra teljesiil a kovetkezd
egyenlétlenség:

Xy’ 22 +y2° 3 + Py < XY+ v+ 3%

4. Hanyféleképpen toltheto ki egy 2022x2023-as tablazat 1 és -1 szamokkal agy, hogy
minden sorban és minden oszlopban a szamok szorzata 1 legyen?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XX. FEKETE MIHALY EI\/JLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 12. évfolyam

1. Hatarozd meg azokat a primszamokat, amelyekre teljestl, hogy a kébukhez egyet
hozzdadva egy szdm természetes szdm négyzetét kapjuk!

Megoldas. Legyen a keresett primszam p, a keresett négyzetszam pedig n>. Ekkor felirhato,
hogy: p°®+1=n?, ahonnan ekvivalens atalakitasokkal adédnak a kovetkezok: p°*=n®-1,
ahonnan p° =(n-1)(n+1). Innen két eset lehetséges. Vagy n—1=1 és n+1= p*, ahonnan
nem kapunk megoldast, vagy pedig n—1=p, és n+1= p?, ahonnan p’>-p =2, amelynek
egyeduli megolddsaa p =2 primszam.

2. Legyen a T pont az ABC haromszog koré irhato korének egy tetszéleges pontja.
Legyenek T,,T,, T, pontok rendre a T pont tengelyes tikrozéssel kapott képei a

BC, AC, AB egyenesekhez viszonyitva. Bizonyitsd be, hogy a T,,T,,T, pontok
kollinearisak!

Megoldas. Legyenek M,,M,,M_ pontok rendre a T pont mer6leges vetiiletei a
BC, AC, AB egyenesekre. Ezek a pontok kollinearisak (Simson-egyenes). Vegyuk észre,
hogy a T,,T,,T, pontok rendre az M,,M,,M_ pontok H,, homotéciaval kapott kepei,
emiatt kollinearisak.




3. Bizonyitsd be, hogy minden x,y,z pozitiv valés szamra teljesiil a kovetkezo
egyenlétlenség:

Xy’ 22 +y2° 3 + Py < Xy + v+ 3%

Megoldas. A szamtani és a mértani kdzepekre fennallo egyenl6tlenségekbdl kovetkeznek a
kovetkezo egyenldtlenségek:

Xy +CyY° +x°2° 2 3y Yz =3x°y?z,

y323 + y323 + y3X3 > 33 y323y3z3y3x3 — 3y322X,

2+ 2+ 2%y > 3y =32y

Ezeket az egyenlétlenségeket 0sszeadva majd mindkét oldalt 3-mal elosztva pontosan a
kivant egyenldtlenséget kapjuk meg.

4. Hanyféleképpen toltheto ki egy 2022x2023-as tablazat 1 és -1 szdmokkal ugy, hogy
minden sorban és minden oszlopban a szamok szorzata 1 legyen?

Megoldés. A bal felsé 2021x2022-es téglalapot kitoltjiik tetszlegesen. Ezt 0Osszesen
22072022 _féleképp tehetjiik meg. Jelolje A ezeknek a szamoknak a szorzatat. Megmutatjuk,
hogy ez a valasz a keresett kérdésre. A résztéglalap kitoltése utan az utolso oszlop elsé 2021
mez6jében, valamint az utolso sor elsé 2022 mezdjében egyértelmii, melyik szamnak kell
szerepelnie ahhoz, hogy kiegészitse a megfeleld szorzatokat 1-re. Jel6ljik az ezekben a
részekben taldlhaté szamok szorzatat rendre B-vel és C-vel. Egyeduli kérdés, hogy
kitolthetjik-e ellentmondasmentesen téglalap jobb als6 mezdjét. Jeldljiik az ebben a mezében
talalhaté szdmot D-vel. Tudjuk, hogy AB=AC =1, ahonnan B=C, vagyis a D mezb
mindig ellentmondasmentesen kitolthetd. A keresett valasz tehat 22022



