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Linedris egyenletrendszer: példa

Példa. Béla 3 évvel ezelott haromszor annyi id6s volt, mint Andras; 3 év mdlva
pedig csak kétszer annyi idGs lesz. Hany évesek most?

Megoldas.
Dontési valtozdink: x és y, amelyek Andras és Béla ismeretlen életkorat jelolik.

3 évvel ezel6tt:  y —3=3(x—3)
3 év miilva: y+3=2(x+3)

A kovetkezo két ismeretlenes linedris egyenletrendszert kapjuk

y—3x =-6

y—2x = 3
y X y X y X
1 -3| -6 1 3| -6 1 0 |21
1 =2 3 0 1 9 0 1 9

Andras 9, és Béla 21 éves.
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http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_egyenletrendszer

Linearis egyenletrendszer: definicié
Legyen adott az A € R™*" matrix és a b € R"™ vektor. Az

Ax=b (1)
linedris egyenletrendszert részletesen az
ainxitanxt--+amxs, = b
a1x1tanxt--tanmx, = b
ami X1 +amxo + -+ ampXp = bm
alakban irhatjuk ki, ahol az xq, xo, ..., x, jeloli az ismeretleneket vagy vektor
egyenlet formdjaban
X131+X232+"'+Xnan:b7 (2)

ahol az a; az A maétrix i. oszlop vektora. A (2) egyenletet megoldhatdnak
nevezziik, ha létezik s € IR" vektor, amelyre
sta;+Ssa+---+s,a,=b

teljesil. Az x = s vektort az egyenletrendszer megolddsinak nevezziik.

Illés Tibor, CCOR, BCE Megoldds, megoldhatésag, ... 2023 3/24



Linearis egyenletrendszer: megoldhatdsag

Lemma. Legyen A€ R™*" és b € R"™. Az aldbbi allitdsok ekvivalensek:
(i) az Ax = b megoldhats;

(i) b vektor el8éll, mint az a;,az,- - ,a, vektorok linedris kombin4cidja;

(i) rang(ay,az,--- ,a,) = rang(ay,az, - ,anb). <

Rouché-Kronecker—Capelli lemma. Legyen A€ R™*" ésb € R". Az (&) és
(&,) linedris egyenletrendszerek koziil pontosan az egyik oldhaté meg:

(&1) Ax =b; | [
(&) y’A=0, y'b=1.

Leopold Kronecker (1823 — 1891)
Eugéne Rouché (1832 — 1910)
Alfredo Capelli (1855 — 1910)
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Linedris egyenletrendszer: pivot tabla

Az Ax = b egyenlet adatait az aldbbi médon foglalhatjuk (révid) pivot tabliba

€
€s

€m

ahol az e; € R™ az m-dimenzids valds vektortér i. egységvektora. Nyilvan

a ar a, b
air an ain by
a1 ax aon by
amil am?2 Amn bm

aj=aje1 +ayer+ ...+ amjem,

teljesil barmely j = 1,2,..., n esetén.

Elemi sor transzformaciodk:

1. egy sort valamely A # 0 valds szammal megszorozzuk;

2. egy sor nem nulla szorosdt valamely masik sorhoz hozzaadjuk;

3. két sort felcseréliink.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Elementary_matrix#Operations

-
Gauss-Jordan eliminacids algoritmus

Legyen adott egy A € R™*" mitrix és a b € R™ vektor.
Legyen i =1és j = 1.
1. lépés. Ha a;; = 0 akkor keressiink egy m > k > i indexet, amelyre a;; # 0.
Ha 3k : a; # 0 akkor cseréljiik ki az i. sort a k. sorral,
kiilonben noveljitk a j index értékét 1-gyel, amig j < n.
Haj=nésm>k>i:as =0 akkor STOP.
2. lépés. Osszuk el az i. sort az aj; # 0 értékkel [elemi sor transzformacid),
ekkor az (i, j) pozicién &ll6 pivot elem értéke 1 lesz.
3. lépés. Elimindljuk a j. oszlop nem nulla elemeit [elemi sor transzformacid).
4. lépés. Noveljiik az i és j indexek értékét 1-gyel, amig i < m és j < n,
kiilonben STOP.
Menjiink az 1. lépésre. ||

A Gauss-Jordan eliminaciés mddszer leall miutdn az utolsé sort vagy oszlopot megvizsgalta. Az
eredmény egy redukalt sor lépcsés matrix.

A Gauss-Jordan elimindciés médszer ledllasi kritériumai: (i) megoldja a feladatot, vagy (ii) talal
egy ellentmonddsos egyenletet.
Tétel. [Edmonds, 1967] Linedris egyenletrendszerek, Gauss—Jordan eliminacidés médszerrel,

erdsen polinomislis iddben megoldhatdk, azaz O(m?n) az algoritmus aritmetikai komplexitdsa.
[ ]

Illés Tibor, CCOR, BCE Megoldds, megoldhatésag, ... 2023 6/24
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Gauss-Jordan elimindacids algoritmus: alkalmazasa

Feladat. [Dr. Zoran Stojakovi¢, Linedris Algebra, Il. fiizet, forditotta: Petkovi¢ Zoltan, okl.

mat., Szabadka, 1982, 159. oldal, Kidolgozott feladatok, 1. mddositdsa.]

Az a paraméter mely értékeire lesz megoldhaté az alabbi linearis egyenletrendszer?

X+ y+2z =
xX—2y+2z =
x+4y+2z =a
Megoldas.
X y z b X y z b X y z b
1 1 21 x [ 1 1 2 1 x [ 1 1 2|1
1 =2 2|2 0o -3 o0 1 0 -3 0|1
1 4 2| a 0 3 0]a-1 0 0 0| a
Ha a =0 akkor a linedris egyenletrendszer megoldhato !
X y z b X y z b altalanos megoldas
x |1 1 2 1 x |1 0 2 4/3 x= 4/3-2z
0 1 0|-1/3| y |0 1 0| —-1/3 y=-1/3
Mit mondhatunk ha az a # 0 teljesiil?
Megoldés, megoldhatésag, ... 2023
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Ellentmonddsos linedris egyenletrendszer: elemzés

1 1 2 1
a; = 1 ,ay = -2 , a3 = 2 , b= 2 , ekkor xaj;+yax+zaz=D>b
1 4 2 a

a linedris egyenletrendszer vektor alakja. Ha az a # 0 akkor a b vektor nem dllithaté el6 az
aj, a», a3 vektorok linedris kombinacidjaként.

Az Ax = b egyenlet adatait az alabbi médon foglalhatjuk teljes pivot tablaba

a ap an b e e em

e ai ar ain by 1 0 0
e a1 axn azn by 0 1 0
em aml am2 amn bm 0 0 1

X y z b X y z b

1 1 2 1 1 0 | x 1 1 2 1 1 0

1 -2 21210 0 o -3 01| -1 1

1 4 2 a| o0 1 0 0 0 a 2 1 u

kompoziciés tulajdonsag: u” A = uT[a; ay a3] = (00 0), uTb = a, [ortogonalitdsi tétel]
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Rouché—Kronecker—Capelli lemma: bizonyitas

Rouché-Kronecker-Campelli lemma. Az (&) és (&) koziil pontosan az egyik oldhaté meg:
(&1) Ax =b;

(&) yTA=0, y'Tb=1.

Bizonyitas. A ketté egyszerre nem &llhat fenn (indirekt bizonyitds):

Ax=b megszorozzuk y' ekkor 0=0"x=(y'A)x =y (Ax) =y b=1

Alkalmazzuk a Gauss—Jordan elimindciés modszert a linedris egyenletrendszerre.

1. megallasi kritérium: az Ax = b egy megolddsat kapjuk.

2. megallasi kritérium: ekkor taldltunk egy ellentmonddsos egyenletet (pl. a j. egyenlet legyen
ellentmondésos), azaz  0x; +0x2 + ...+ 0xy, = bj, ahol a b; # 0. Pivotdljunk a b; elemen,
ekkor az alabbi teljes pivot tdblat (teljes bazis tablat) nyerjiik:

J b I
1
B 1 0
1
b 0 0 0 0 1 0 0
1
T3 0 0
1
Tg i I I
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Linedris egyenletrendszer: osszefoglald

Megoldhatésag: Rouché—Kronecker—Capelli lemma
Megoldasi mddszer: Gauss—Jordan elimindciés algoritmus

Megoldési médszer komplexitdsa [elméleti hatékonysédg]: O(m?n)

Megoldasi mddszer alkalmazasi terliletei: matrix inverz kiszamitdsa, linedris
fuggetlenség eldontése, stb.

@ Megolddsi mdédszer numerikus tulajdonsagai, szamitégépes hatékonysaga,
stb.

=
o
=
=
O
2
=
8
>
i
5
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Farkas lemma

Farkas lemma, 1894. Az aldbbi két /inedris egyenlétlenségrendszer kozil
pontosan az egyik oldhaté meg:

Ax = b yTA
x > 0} (R1) y'b

2} ®a

ahol A € R™*" mdtrix, b € R™ vektor. Az ismeretlenek n illetve m elemdi
vektorai az x és y.

IIA

Farkas Gyula (1847 — 1930)
Haar Alfréd (1885 — 1933)
Hermann Minkowski (1864 — 1909)

linedris egyenlétlenség rendszerek
megoldhatdsdga

@ konvex testek elmélete

@ mechanikai egyensilyelmélet

Farkas Gyula (1347-1930) @ linedris programozas, matrix jatékok
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Példa: linearis egyenlotlenségrendszerek megoldasa?

Oldjuk meg az alabbi feladatot:

—x  +x3 +2x4 + x5 = 0
X3 +3xa  +3x5 +x5 = 5
2x1 —2x2  +x3 + xa — X5 —xg = —b
ahol x1,x2, x3, X4, x5, X6 > 0.
X1 X2 X3  Xa X5 X6 b X1 X2 X3 X4 X5 X6 b
1 -1 1 2 1 0 0 X1 1 -1 1 2 1 0 0
0 0 1 3 3 1 5 0 0 1 3 3 1 5
2 -2 1 1 -1 -1 -5 0 o -1 -3 -3 -—-1| -5
X1 X2 X3 X4 X5 Xe b X1 X2 X3 X4 X5 X6 b
X1 1 -1 1 2 1 0 0 X1 1 -1 0 -1 -2 1| -5
0 0 1 3 3 1 5 X3 0 0 1 3 3 1 5
0 0 O 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
X1 Xo X3 X4 X5 X6 b A Gauss-Jordan eliminaciés mddszerrel
X1 1 -1 0 -1 -2 -1 -5 linedris egyenl&tlenségrendszert
x3 | 0 0 1 3 3 1 5 nem (feltétleniil) lehet megoldani.
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Linedris egyenl6tlenségrendszerek megoldasa: elemzés

X1 X2 X3 X4 X5 X6 b
X1 1 -1 0 —1 -2 —1] =5 ] a Megengedett bizis megoldas:
x3 0o 1 3 3 1 5 | a@ %7 =(055000)
X1 X2 X3 Xa X5 Xp b
x2[ -1 1 0 1 2 1] 5|t pivot tabla bazis indexei Jg = {2,3} és
x3 0o o0 1 3 3 1| 5| t® nem bazis indexei Jy = {1,4,5,6}

Bazis tablak tulajdonsaga: ortogonalitas
t] =(-1-10000), t] =(013-100), tf =(0230-10), t{ =(01100-1).
Barmely j € Jy és i=1,2 esetén tJTa(’) =0 és tJTt(i) =0. Sét At;=0.

Ortogonalitasi tétel. Tetszéleges {a; | j € J} vektorrendszerhez tartozé B’ és B” bazisokra, és

indexhalmazaikra Jg: és Jpgi/, igaz a kovetkezd Osszefliggés

Vie Jg és Vj € JTgr.

l:lj megoldas eldallitasa: xt =%+ At; >0, alkalmas A€ R
A j=06 esetén 5+ X >0, —X > 0 egyenl8tlenségekhez jutunk, azaz X\ € [-5,0] esetén az x™

13 /24

megengedett megolddsa a linedris egyenl6tlenségrendszernek.
2023
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Linedris egyenl6tlenségrendszerek vizsgalata

Az {ai1,...,an,b}, {e1,...,em} C R™ vektorok és 7 = {1,2,...,n}, ZT={1,3,..., M} index
halmazok.

Farkas-Minty tipusti lemma. Az aldbbi két rovid bazis tdbla kozil pontosan az egyik allhat el6:

o b T T8 Th
% 4]11
b ‘ -
E b [ o o
Ty 0 ‘ s 0
0

Bizonyitas. A két tabla egyszerre nem &llhat fenn: indirekt bizonyitas.

Th Ih b 1 1,
y-[@—® [0 0] -T][0.. 0[]0 .. 0]
t) = [ & o [ 1 [ x.. ¥
T Ty
Ekkora 0= (t})7t/ =—146 < 0, de ez ellentmond az ortogonalitési tételnek.
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Farkas-Minty tipust lemma bizonyitasa

A két tabla koziil az egyik fenndll: cseréljiink ki annyi e; (bézis) vektort a; vektorral, amennyit
csak lehet. Ha ledll ez az eljaras, akkor vagy még a b vektort is bevonhatjuk a bazisba (2. tdbla
specidlis esete teljesiil), vagy az aldbbi tabldhoz jutunk (elé6z6 lemma 1. téblgja).

JB b Ip
JB
0
Ip 0 :
0

Criss-cross algoritmus. [Klafszky E. és Terlaky T., Pivot technika szerepe a linedris algebra
néhdny alapvetd tételének a bizonyitdsiban, Alk. Mat. Lapok, 14 (1989) 425-448.]

[b & Js] Ha ab oszlopdban a Jg indexekhez tartozé egyiitthaték kdzdtt csupa nemnegativ
szdm van akkor az elsé tablat kaptuk. Kiilonben legyen r = min{i € Jg : tj < 0} és
pivotdljunk a t,;, elemen. A b vektor bekeriil a bazisba, és az a, vektor tavozik.

[b€ Jg] Haabsordban a Jg = Jy indexekhez tartozé egyiitthaték kozdtt csupa nempozitiv
szam van akkor a masodik tablat kaptuk. Kiilonben legyen s = min{j € Jy : ty; > 0} és
pivotdljunk a t,s elemen. A b vektor tavozik a bazisbdl, és az as vektor belép. e

Az eljaras a kivant két eset valamelyikével ér véget, ha egyéltaldn ledll. (Ha nem 3ll le, akkor azt
mondjuk, hogy ciklizal az eljards, mert véges sok bazisunk van és igy legaldbb egy végtelen
sokszor visszatér.) Azt kell igazolnunk, hogy a Criss-cross algoritmus véges.
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A criss-cross algoritmus: végesség

Indirekt bizonyitas: tegyiik fel, hogy ciklizal az algoritmus, valamely adott vektorrendszer esetén.
Az ilyen példak koziil vegyiink egy minimalis méretii pédat. A példa minimalitdsa miatt a ciklus
sordn minden véltozé belép, majd (késdbb) tavozik a bazisbél. Vizsgaljuk azokat az eseteket,
amikor az a, vektor belép a bazisba illetve tavozik onnan. Ehhez a két esethez tartozé tablakat
mutatja be a kovetkezd dbra.

N B j/f f/f
Jp b T i i
) "
Tk . v
n b o e +
0
7 0 : T 0
0

n

Alkalmazzuk az ortogonalitdsi tételt: egyszerli szamitds alapjan 0 = tLTtg’ < 0 adddik.
Ellentmondas.

Esetiinkben ez azt jelenti, hogy az algoritmusunk nem ciklizdlhat. Ezzel a Farkas-Minty lemma
bizonyitasat is befejeztiik. °
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Farkas lemma bizonyitasa
Azt, hogy az (R1) és (R2) linedris egyenlétlenségrendszereknek egyszerre nem lehet

megolddsa mar beldttuk.

Az egyik megoldhaté: alkalmazzuk az el8z8 Farkas-Minty lemmét az {aj,ap,...,an, b}
vektorrendszerre.

1. tdbla: 3 tpa; =b, ahol tp > 0. Ekkor x; = t, i € Jp és x; = 0, j € Jp.
€T
2. tabla: a teljes pivot tabla a kovetkezé alaku

J b I
1
1 0
74
1
0 0 e S 1 0 0
2 1
T 0 0
? 1
74 74 7 7

Legyen y; = tp; ahol i € Z. A kompozicids tulajdonsdg alapjan az y megoldja a 2. rendszert.
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-
Linedris programozasi feladatpar

A linedris programozdsi primal és dudl feladatok legyenek a kovetkezé alakban adottak

min  c’x

bTy
Ax = b 3 (P) T } (D)
X > 0 Aly = ¢

ahol A€ R™" ¢,x € R" ésy,b € R™. Az 3ltaldnossag korldtozdsa nélkiil feltehetd, hogy
rang(A) = m.

Legyen a primal illetve a dual megengedett megoldasok halmaza rendre

Pi={xe€R} | Ax=b} é D:={(y,s) e R™"| Aly+s=c, s> 0}.

Gyenge dualitas tétel. Legyenek adottak a (P) és (D) feladatok. Ekkor bdrmely x € P és
y € D esetén c'x > by és egyenldség pontosan akkor &ll fenn, ha x”s =0, ahol s =c — ATy.

A primal illetve a dual optimalis megoldasok halmaza a
Pri={x"e€P:c'x*<c’x, VxeP}, ésa D':={y*eD:b’y*>bTy, VyeD}

Gyenge equilibrium tétel. Legyenek adottak a (P) és (D) feladatok. Legyen tovadbb3 x € P és
§ € D, amelyek esetén c”x = b7y ekkor x € P* és y € D*.
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-
Linedris programozas: optimalitasi feltételek
Erds dualitds tétel. Haa P # () ésa D #() akkora P*# ) ésa D*#0 o

Az optimalitasi kritériumok, a gyenge dualitds tétel alapjan, az aldbbi formdban irhatdk

Ax = b, x>0,
ATy+ s = ¢ s> 0,
—bTy+ "x < 0

Az utolsé feltétel erésebb formdban:

-

c"x—b'y=0 <= xTs=0 <= xs=0.

Linedris programozas optimalitasi feltételei linedris egyenlétlenség rendszerre vezetnek.

L. V. Kantorovich (1912 — 1986) [linedris programozasi modellt vezetett be
termelés tervezésére, 1939], és T. C. Koopmans (1910 — 1985) [eréforrdsok
optimalis felhasznaldsa a termelésben, 1942] kdzgazdasdgi Nobel-emlékdij, 1975.

Neumann Janos (1903 — 1957) matrix jatékok alaptétele (1928), linedris
programozas er6s dualitds tétele, dualitds elmélete.
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Linearis programozds: algoritmusok

Criss-Cross Mcthnd)

Simplex

Interior Point Methods

Fig. 1. Characteristics of algorithms for LO.

- : Simplex I

@ pivot mddszerek: szimplex algoritmus, criss-cross algoritmus, MBU szimplex
algoritmus, Magyar-mddszer

@ bels6pontos mdédszerek: projektiv skaldzasa algoritmus, affin skalazasu
algoritmus, biintetéfuggvényes algoritmusok, Utkovetd algoritmusok

@ kiilsGpontos médszer:

lllés Tibor, CCOR, BCE
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Linedris programozas: kutatdk

A képeken szerepld kutatok:

o 1. kép: Klafszky és tanitvanyai 1994-ben Ann Arborban a 15. ISMP
konferencidn: Kas Péter, Klafszky Emil, Terlaky Tamdas

@ 2. kép: Georg B. Dantzig és Leonyid G. Hacsian a Stanford Egyetemen

@ 3. kép: Naredra K. Karmarkar
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Linearis programozds: algoritmusok

@ George B. Dantzig (1914 — 2005), linedris programozas, szimplex médszer (1947, 1951),
linedris programozas alkalmazasa

Ragnar A. K. Frisch (1895 — 1973), multiplex algoritmus [logaritmikus barrier mddszer]
(1957)

Ilija Dikin, affin skaldzas belsdpontos algoritmus (1967)
Leonid G. Khachiyan (1952 — 2005), ellipszoid médszer (1979)
Narendra K. Karmarkar (1957 — ), projektiv skdlazdsi belsépontos algoritmus (1984)

Terlaky Tamds (1955 — ), criss-cross algoritmus (1984), MBU szimplex algoritmus (1994),
magyar médszer (1991), belsépontos algoritmusok

@ pivot algoritmusok: szimplex algoritmus, criss-cross algoritmus, MBU szimplex algoritmus,
.. — végesek, exponenciilis |épésszamuak

@ belsépontos algoritmusok: projektiv skaldzdsa algoritmus, affin skdlazasd algoritmus,
Gtkdvetd algoritmus, biintetéfiiggvényes algoritmus, ... — rovid 1épéses O(L n3); hosszu
Iépéses O(L n®>) algoritmusok

@ kiilsdpontos algoritmus: ellipszoid médszer O(L n*)
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Linedris egyenl6tlenségrendszer: algoritmusok

@ J. B. Joseph Fourier (1768 — 1830) és Theodore S. Motzkin (1908 — 1970),
Fourier—-Motzkin elimindciés médszer (1826, 1936)

@ G.B. Dantzig, szimplex médszer elséfizis feladat (1951)
o Klafszky Emil (1934 — 2009), Terlaky Tamads criss—cross algoritmus (1991)
o F. Bilen, Csizmadia Zs. és lllés T., MBU szimplex algoritmus (2007)

@ Fourier—Motzkin elimindciés médszer (1826, 1936) — véges, kétszer
exponencialis algoritmus.

@ Szimplex algoritmus, criss—cross algoritmus, MBU szimplex algoritmus —
véges, exponencidlis algoritmus.

@ Gyakorlatban hatékony mddszerek: szimplex algoritmus, MBU szimplex
algoritmus.
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Linedris programozas: szimplex mddszer

A linedris programozési primal feladata

min c’x feltéve, hogy Ax =b, x>0

ahol A€ R™", ¢c,x € R" és b € R™. Tovéabba feltehetd, hogy rang(A) =
Az Ag megengedett bazishoz tartozé teljes pivot tdbla a kovetkezo:

AZTA

Az'b

c” —cLAGA

—cgAg'b
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E

igen

CSTART

m.

=0 nem

] =)
Optimalis megoldas

-

nem

pivo igen

e

=]

Dual nem megengedettség
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