XX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2022. december 3.

10. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az n=99...900...025 szam, amelyben k darab 0 és 9 szamjegy
szerepel, minden k természetes szdm esetén negyzetszam!

2. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a primszamok halmazan: 2x+3y+6z=78.

3. Bizonyitsd be, hogy abban a derékszogi haromszogben, amelynek egyik hegyesszoge

15°-0s, az atfogbhoz tartozé magassag az atfogé negyedével egyenlé. Szamitsd ki a
haromszog teruletét az atfogo figgvényében!

4. A tablan a kovetkezo hidnyos egyenlet all x° +..x° +..x+...=0. Két jatékos felvaltva
ir a kipontozott helyekre valds szamokat egyiitthatonak. Az elsé jatékos célja:

a) olyan egyenletet kapni, amelynek pontosan egy val6s gyoke van,

b) olyan egyenletet kapni, amelynek harom, nem feltétleniil kiilonb6z6, valés gyoke van.
Megakadalyozhatja-e ebben az elsé jatékost a masodik jatékos kiilon az a) és kulon a b)
esetben?

A feladatok kidolgozéséara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XX. FEKETE MIHALY EI\/JLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 10. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az n=99...900...025 szd&m, amelyben k darab 0 és 9 szamjegy
szerepel, minden k természetes szam esetén négyzetszam!

Megoldas. Vegyiik észre hogy, ha k =1, akkor n=9025 =95 = (102 —5)2 .Ha k=2, akkor
n=990025 = 995° = (10’ —5)2 . Kénnyen belathato, hogy minden esetben n = (10" —5)2 .

2. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a primszamok halmazan: 2x+3y+6z =78.

Megoldas. Rendezziik &t az egyenletet a kovetkezd alakba: 2x=3(26—y—2z). Mivel az

egyenlet jobb oldala oszthatdé 3-mal, ezért a bal oldal is oszthatd, ahonnan x=3. Ebbdl
kovetkezik, hogy y+2z=24. Innen azonnal latszik, hogy y paros szdm, azaz az egyediili

lehetéség y = 2. Végezetll pedig z=11. Tehét az egyeduli megoldés az (x,y,z)=(3,2,11).

3. Bizonyitsd be, hogy abban a derékszogii haromszogben, amelynek egyik hegyesszoge

15" -0s, az atfogohoz tartozé magassag az atfogé negyedével egyenld. Szamitsd ki a
haromszog teruletét az atfogo figgvényében!

Megoldas. Legyen az ABC derékszogii haromszog B csucsnal levo szoge 15°-0s, a C
csucsnal levo szoge pedig 90°-os. Legyen az F pont a C pontbol az atfogora bocsatott
mer6leges talppontja, az E pont pedig az atfogé felezépontja. Ennek alapjan a CE az

atfogo fele, azaz %, de ez egyidében a CFE derékszogli haromszog atfogoja, amely

félszabalyos, mert a CFE szdge 30" -os, amibdl az kovetkezik, hogy CF = % =% :
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lgy az ABC haromszog teriilete pedig %




4. A tablan a kovetkezé hidnyos egyenlet all x°+..x* +..x+...=0. Két jatékos felvaltva
ir a Kipontozott helyekre valés szamokat egyiitthatonak. Az elso jatékos célja:

a) olyan egyenletet kapni, amelynek pontosan egy valos gyoke van,

b) olyan egyenletet kapni, amelynek harom, nem feltétlenil kiilonboz6, valos gyoke van.
Megakadalyozhatja-e ebben az elsé jatékost a masodik jatékos kiilon az a) és Kiilon a b)
esetben?

Megoldas. a) x3+..x*+..x+...=0. Irjunk fel egy olyan harmadfokd egyenletet, melynek
pontosan egy valos gyoke van. Példaul (x+a)(x*+1)=0, azaz x’+ax’ +x+a=0, igy az
elsé jatékos az x egydtthatojat 1-nek valasztja. Ezutdn barmit ir a mésodik jatékos barmelyik
helyre, az elsé jatékos beirja ugyanezt a szdmot a fennmaradd helyre, ezzel biztositva

maganak a nyertes stratégiat.
b) Az els6 jatékos O-t ir a konstans helyére. Ekkor a kovetkez6 alak marad:

X(x* +ax+b)=0. Ha a masodik jatékos az a helyére ir valamit, akkor az elsd jatékos a b
helyere 0-t (vagy barmely negativ szdmot) ir. Ha a masodik jatékos a b helyére ir valamit,
akkor az els6 jatékos a-t megvalaszthatja gy, hogy a’ >4b (vagy az a helyére —(b+1)-et

ir.



