XV.FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2017. december 2.

11. évfolyam

1. lgazold, hogy 5" 5"+1 —6" 3"+2" oszthaté tizenharommal minden n

természetes szamra!

2. Oldd meg a valés szamok halmazin a sin® x+cos® x = % egyenletet!

3. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik foatlonak a bal alsé sarkot és a jobb
fels6 sarkot osszekoto szakaszt. A foatlo alatti mezoket O-kal toltjiik ki, mig a
tobbi mezobe pozitiv egész szamokat irunk. A kitoltés utan kiszamoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges€, hogy a sor- és az oszloposszegekre az
12,3,...,16 szamokat kapjuk eredményiil (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti médon
megadott Kitoltés, hogy a sor- és az oszloposszegekre az 1,2 3,...,14 szamokat

kapjuk eredmé nyiil (valamilyen sorrendben)?

4. Az ABC haromszog A csucsbol indul6 szogfelezéje a hiromszog koré irhaté
korét A pontban metsz. Bizonyitsd be, hogy ha a hiromszég BC oldala az AA
szakaszt felezia D pontban, akkor

a) AC-AD=DC-AC és

b) AB+AC=BC-2.

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



MEGOLDASOK — 11. évfolyam

1. lgazold, hogy 5" 5"+1 —6" 3"+2" oszthatdo tizenharommal minden n

természetes szamra!
Megoldas: A kifejezést két részre bontva A=25"-12" és B=5"-18", amelyekre
igazoljuk, hogy oszthatéak 13-mal, ebben az esetben az 6sszegik is oszthatdé 13-mal.

A=25"-12"

n=1: 25-12=13

n=k: 25 -12* =13:1,1 eN

n=k+1: 25" 12" =25.25 _12.12* =

=12. 25% —12% +13.25 =12.131 +13-25 =13. 12| +25*

B=5"-18"
n=1: 5-18=-13

n=Kk: 5“-18“=13-t,teN
n=k+1: 5 -18“? =5.5¥ _18.18" =
=5. 518 -13.18* =5.13t-13-18* =13- 5t —18"

2. Oldd meg a valés szamok halmazin a sin® x+cos® x = é—; egyenletet!

Megoldas: Ha mindkét oldalhoz hozzaadjuk a 2sin® x-cos® x kifejezést, akkor a bal
oldal binom négyzetére alakithato:

sin® x+0s* X :%+Zsin4 X-cos”* X..
A baloldali kifejezés a zardjelen beliil is binom négyzetére alakithato:

2
sin? x+¢os2 X - —2sin? X-cos? X :£+1-163in4x-cos4x
32 8
2
1—14s,in2x-cos2 x) =£+l-165in4x-cos4x,

2 32 8

2
l—ESiHZZXJ :£+1-sin42x.
2 32 8

sin® 2x

Vezessikk be a kovetkez0 helyettesitést: t = : te[O, %} Ekkor adodik, hogy

1-t° :£+1-t2, azaz t2—4t+E:0, amely egyenletnek megoldasai tlzE és
32 16 4
sin?2x 1

4

1
t, =—, de a feltétel miatt csak a masodik megoldas fogadhato el, azaz:

NA

Megoldva ezt az egyenletet, a sin 2x=i7 trigonometrikus egyenletet kapjuk,

amelynek megoldasali 2x:£+k—” , azaz x=£+k—”, keZ.
4 2 8 4



3. a) Adott egy 8x8-as tablazat. Nevezziik foatlonak a bal alsé sarkot és a jobb
fels6 sarkot 6sszekoté szakaszt. A foatlo alatti mezoket O-kal toltjiik ki, mig a
tobbi mezébe pozitiv egész szimokat irunk. A Kkitoltés utan Kiszimoljuk a sor- és
az oszloposszegeket. Lehetséges€, hogy a sor- és az oszloposszegekre az
12,3,...,16 szamokat kapjuk eredményiil (valamilyen sorrendben)?

b) Ha egy 7x7-es tablazatunk van, akkor lehetséges-e olyan, a fenti médon
megadott Kkitoltés, hogy a sor- és az oszloposszegekre az 1,2 3,...,14 szamokat

kapjuk eredmé nyiil (valamilyen sorrendben)?

Megoldas: a) Elérhetd a kivant kitoltés. Egyik ilyen kitdltés lathatd az abran.
Barmilyen helyes kitoltés elfogadhato.

2 |2 (2|2 |2 |2 |2 |1 |15
2 |2 (212|212 |2 |0 |14
2 |2 1212 |2|1 |0 (0 |11
2 |2 121212 (0|0 |0 |10
2 |2 (211 (0|0 (0|0 |7
2 |2 121010 [0 |0 |0 |6
2 (1100 |0 [0 |0 |0 |3
2 |0 (0|0 (0|0 (0|0 |2
16 [13|12|9 |8 |5 |4 |1

b) A kivant kit6ltés nem valosithatd meg. Indirekt modszerrel bizonyitjuk, azaz
tegyik fel, hogy megvalosithato a kivant kitoltés a 7x7 -es tablan is.

Adjuk Ossze a 7 sorOsszeget, illetve a 7 oszlopdsszeget. Legyen ez az Osszeg S . Az
S -t ugy is megkaphattuk volna, hogy a tablazat szamait kétszer dsszeadjuk, tehat az
S paros szam. A feltételiink alapjan az oszlopdsszeg és a sordsszeg valamilyen
sorrendben az 1,2,3,...,14 szamok. Azaz S=1+2+3+.--+14=105. Ez ellentmond
S parossagaval, igy ellentmondasra jutottunk.

Valasz: A kivant kito1tés nem valosithaté meg.



4. Az ABC haromszog A csticsbol indulé szogfelezdje a haromszog koré irhato
korét A pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ha a hiromszég BC oldala az AA
szakaszt felezia D pontban, akkor

a) AC-AD=DC-AC és

b) AB+AC=BC-/2.

Megoldas: Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit!

a) Mivel a BA hur feletti keriileti szogek egybevagoak, BAA/=BCAL, ezért
BA =CA =X, valamint a D felezi az AA szakaszt, AD=DA = f , akkor az ADC
¢s ADC haromszogek teriilete egyenld. Felirhatjuk a haromszogek tertiletképleteit:

_b-f-sing & Typen = DC.XZ.sln(p’

ebbdlpedig b-f =DC-x,azaz AC-AD=DC-AC.
b) A szogfelez6 tétel alapjan

T

ADCA —

AB: AC =BD:DC, azaz E:a—DC’
b DC

amelybdl ko vetkezik, hogy DC = Lk; . Ezt 6sszekotve az eldzdvel adodik, hogy
C+

b-f =22 innen pedig b-1- c+b
=X, ig X=———
c+b Pecio a-b
A harnégyszogre vonatkozd Ptolemaiosz-tétel alapjdn a szemkozti oldalak
szorzatanak Osszege egyenld az atloinak szorzataval, ezért 2f -a=x-c+x-b , vagyis

behelyettesitve az eldzoeket:
b-f-c+b
—— - b+c
a-b
, 2 . . ’ J o
azaz egyszerisitve és rendezve 2-a*>= c+b °, ami a bizonyitandd egyenldség,

vagyis AB+ AC = BC-2.

2f.a=x-(c+b), 2f-a=



