X1. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2013. november 30.

11. évfolyam

1. Az ABC haromszog BC oldaldn O egy olyan kor kdzéppontja, amely az AB
oldalt N pontban, AC oldalt M pontban érinti. Bizonyitsd be, hogy a BM , a
CN és az ABC haromszog A cslUcsahoz tartozé magassagvonal egy kozos
pontban metszik egymast!

2. Legyenek az «a, B, y olyan szogek, hogy f=a+60°, y=,+60° . Igazold,
hogy a tga - tgB +tgB - tgy +1gy - tgar kifejezés értéke egész szam!

3. lgazold, hogy (\/§+\/§)2014+(\/§—\/§)2014 pozitiv egész szam, és add meg a
szam utolsé szamjegyet!

4. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x°%® +3%* =12 egyenletet!

A feladatok kidolgozésara 120 perc &ll rendelkezeésre.

J6 munkat!



MEGOLDASOK - 11. évfolyam

1. Az ABC haromszog BC oldaldn O egy olyan kor kdzéppontja, amely az AB
oldalt N pontban, AC oldalt M pontban érinti. Bizonyitsd be, hogy a BM , a
CN és az ABC héromszog A csucsédhoz tartozd6 magassadgvonal egy kdzos
pontban metszik egymast!

Megoldés: Legyen AD az ABC haromszdg A csicsdhoz tartoz6 magassagvonala.
Igazolni kell, hogy BM, CN, AD egyenesek egy pontban metszik egymast.
Felhasznalljuk a Ceva-tételt, az oldalakon keletkezett szakaszok aranyat keresstk:

ﬂB_—DC=M , ha ez 1, akkor bebizonyitottuk. Mivel a BON és BAD derékszogl
NB DC MA

haromszognek van egy kozds hegyesszogik, akkor ezek hasonld haromszdgek,
BONA ~ BADA, tehat oldalaik aranyosak %z% ugyanigy ADCA ~OMCA,

ahonnan g:ﬂ A kor sugarai egybevagoak,
CD AD

azaz|OM |=|ON | és a korre huzott érintészakaszok
is, tehat |AN|xAM|. Ezeket behelyettesitve
adadik, hogy

AN BD CM _BD CM _AD OM _,

NB DC MA NB CD NO AD

2. Legyenek az «, B, y olyan szogek, hogy f=a+60°, y=p+60° . lgazold,
hogy a tga - tgp +tgf - tgy +tgy - tgar kifejezés értéke egész szam!

Megoldéas: Legyen tga =t. Ekkor

tg = tg (o +60°) = 1tjt\/\/§§ és tgy =tg(a +120°) = ;;t\/\/% :

ezért behelyettesitve

tga -tgB+1tgp - tgy +tgy -tga =
t+43 t+4/3 t-43 t-43 . t*+t/3 t°-3 t2-t3
.1—t\/§+1—t\/§.1+t\/§+1+t\/§.t: 13 1-3¢  1+t43
(1+t\/§)~(t2+t\/§)+t2—3+(1—t\/§)~(t2—t\/§)

1-3t?
B t3 43 417 -3+ 2 33— t/3 432

1-3t?
ot2—3 3~(3t2—1)
1-3t? 1-3t?

=t




3. lgazold, hogy (\/§+\/§)ZOM+(\/§—\/§)ZOM pozitiv egész szam, és add meg a

szam utols6 szamjegyst!

Megoldas: Vizsgaljuk meg az a,=(v3+v2) +(v3-v2)" kifejezést. Ekkor
8,=2, =10, a,=(5+26) +(5-26)
aM=(5+2J€)(5+2J€)”+(5-2J€)(5—2J€)”=5.an+2J€((5+2J€)”—(5—2J€)”)
a,, =(49+20V6)(5+2V6) +(49-20v6)(5-2V6) =
=49.an+2o\/€.((5+2\/€)"—(5—2J€)")=5o.an+20J€~((5+2J€)"—(5—2%)")—:;1”=

=10-a,,, -4,
a, =98, a,=970, a,=9602, ...
A rekurzios képlet szerint a sorozat minden tagja egész szam, tehat a,,, is egész
szam, az utolsé sz&mjegy négyes periddussal ismétlédik, 2, 0, 8, 0, 2, 0, 8, 0, ....
Ezért a,,,, utolso szamjegye O lesz.

4. Oldd meg a val6s szamok halmazan az x°%® +3%* =12 egyenletet!

Megoldés: Ha x>0, pozitiv, akkor mindegyik logaritmus és hatvany értelmezett.
Mivel

1

3|ngx/; — 35'092)( — /3Iogzx

log, x"*** = log, 3-log, x = log, 3,

valamint

érvényes, innen kovetkezik x'%% = 3"%%*

Ennek alapjan, ha bevezetjiik a t=+/3%" helyettesitést, akkor a t>+t-12=0
egyenlet megoldasait keressuk, amelyek t, =-4<0 és t, =3.

A negativ megoldast nem vessziik figyelembe, igy +/3°%* =3 kovetkezik, vagyis
3Iogzx — 9 ,

amelybdl
log, x=2,

a megoldés pedig x=4.



