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BEVEZETO

A Fekete Mihdly Emlékverseny az egyetlen vajdasagi szervezésii ¢€s szintl
matematikaverseny, amelyen csak magyarul tudd didkok vehetnek részt. Ezen a
versenyen a tanuldk 6sszemérhetik tudasukat tarsaikkal és ezaltal is felkésziilhetnek a
hazai és nemzetkdzi matematikaversenyekre. Ez a verseny egyben a Nemzetkozi
Magyar Matematikaverseny valogatdversenye. A verseny névadodja Fekete (Schwarz)
Mihaly (1886-1957) zentai sziiletésii matematikus, aki Fejér Lipot tanitvanya,
Neumann Janos tanara volt. Legjelentésebb és egyben legismertebb eredményei a
ponthalmazok elmélete, az algebra és a komplex fliggvénytan hatarteriletéhez
tartoznak.

A Fekete Mihaly Emlékversenyt 2003 6ta rendezik meg. Az elsét az Eszak-bacskai
Magyar Pedagdgusok Egyesiletének égisze alatt szervezte Szab6 Magda
matematikatanar. A verseny ezutan atkoltozott Szabadkarél Zentéra, az Ujonnan
megalakulé Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium helyiségeibe. Ekkor valt a
Gimnazium a hivatalos szervez6jévé a Bolyai Farkas Alapitvany kozremiikodésével.
A versenybizottsag elndke minden évben dr. Péics Hajnalka volt, a versenybizottsag
tagjai pedig 2005 Ota a Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium
matematikatanarai.

A verseny haromfordulods: a két levelezé fordulot a legjobbak megméretéseként egy
zarthelyi rendszerti, feladatkidolgozos forduld, a dontd koveti, amelyre altalaban
november végén, december elején keriil sor. A dontében a versenyzdknek 120 perc
alatt kell négy feladatot megoldaniuk. A 2003 ¢és 2012 kozott megrendezett dontok
feladatsorait és megoldasait tartja a kezében a kedves Olvasé.

Kezdetben a Verseny csak a kozépiskolas didkokat szolitotta meg, de 2009-t61 a
nyolcadikosokat, 2011-t61 pedig a hetedikeseket is bevontuk a versenybe. Ezzel a
bovitéssel a dontd résztvevoinek a szama a szazat is meghaladja. A legjobb
helyezéseket elért versenyzOk és felkészitd tandraik oklevelet, konyvet és mas
ajandékokat kapnak. A legjobb altalanos iskolasok ingyenes részvételt nyernek a
Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium keretein belll szervezett Téli
taborba, mig a legjobb kdzépiskolasok alkotjak azt a csapatot, amely a vajdasagi
magyarsagot képviseli a Nemzetk6zi Magyar Matematikaversenyen.

Az Emlékverseny nem csak versenyzésre ad alkalmat, hanem baratkozasra és Uj
ismeretek szerzésére is. Minden évben rangos meghivott tanarok tartanak eléadast
érdekes matematikai témakrol.

A Versenyen valo részvétel a tamogatdinknak koszonhetéen ingyenes. Eziton
mondunk koszdnetet a Bolyai Tehetséggondozé Gimnaziumnak és Kollégiumnak a
logisztikai, a Bolyai Farkas Alapitvanynak a palyazastechnikai segitségéért, a
Szekeres Laszl6 Alapitvanynak, a Magyar Nemzeti Tanacsnak és a Zentai
Onkormanyzatnak az anyagi tamogatasért, a Szegedi Egyetem Bolyai Intézetének
pedig a felajanlott ajandékkonyvekert.

A Fekete Mihaly Emlékversennyel valo tor6dés szakmai kotelességlink, ez késztetett
benniinket ezen dsszeéllitas elkészitésére is. Reméljik, e kiadvany hozzajarul ahhoz,
hogy a diakok tanaraik segitségével minél sikeresebben tudjanak készulni és részt
venni a Fekete Mihaly Emlékversenyen, ezzel is tovdbbemelve annak szinvonalét.

2013 novembere
a Szerzok
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|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléado: Arki Tamas
Eldadas cime: Terlletszamitas és atdarabolas

Arki Tamés, az el6adé, valamint a Versenybizottsag tagjai, Szabo
Magdolna, Csikos Pajor Gizella, Péics Hajnalka, Béres Zoltan, Zolnai
Irén, Mészaros Anna ¢és a versenyzdk a Népkorben.



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

9. évfolyam

1. Egy haromjegyl szam szamjegyei Kkiilonbozéek és nincs kozottik nulla. A
szamjegyek 6sszege az n allandd. Bizonyitsd be, hogy a harom szamjegybdl az
Osszes lehetséges moédon képezhetd haromjegyil szamok szamtani kozepe
oszthat6 37-tel és n -nel!

2. Hany olyan — legalabb kételemii — halmaz van, amelynek elemei egymast
koveté pozitiv egész szamok, és a halmaz elemeinek 6sszege 100?

3. Vajon 6sszetett-e a 2003* + 4% szam?

4. Az ABC haromszég C csucsanal derékszog van. A Bcsucsbdl indulo
szogfelez6 az AC befogot a P, a haromszog koréirt korét a Q pontban metszi.

Mekkorak a haromszog szogei, ha | BP |=2| PQ|?

5. Egy hegyesszogii haromszog teriilete T. Minden oldal felez6pontjabol
merdlegest allitunk a masik két oldalra. Mekkora a hat merdéleges altal kozrezart
konvex hatszog terilete?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

10. évfolyam

1. Egy nxn-es tablazat minden mezéjére rairjuk az 1, 2 és 3 szdmok
valamelyikét. Ki lehet-e tolteni a tablazatot Ggy, hogy a sorokban, az
oszlopokban és a két atloban levé szamok 6sszege mind kiilonb6zo legyen?

2. Hatarozd meg a 2x*>—8xy +17y? —16x—4y+2072 kifejezés legkisebb értékét,
ha x és y tetszdleges valos szamok!

3. Az | AB|=1 atméroji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettliink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

4. Legyenek d;, d, és d; egy hegyesszogli hiaromszog magassagpontjat a
csucsokkal osszekoté szakaszok. lgazold, hogy d,+d,+d;>k, ahol k a
magassagok talppontjai altal meghatarozott haromszog keruletét jeloli!

5. Hatarozd meg a kivetkezo egyenlotlenségrendszer osszes megoldasat a pozitiv
valds szamok halmazéan:

1 1 1
. X3 X2004 X

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

11. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az f(x)=(m+1)x*> -2(m-1)x+m-5 fiiggvény grafikonja
az m val6s paraméter barmely értékére ugyanazon a ponton halad keresztiil!
Hatarozd meg ennek a pontnak a koordinatait!

2. Hatdrozd meg az 6sszes olyan pozitiv x,y,z szdmokbdl all6 szamharmast,
amelyekre teljesiil a kovetkezoé két egyenléség:
x3+3y* +7°+2=1998 és y?z=x.

3. Az ABC haromsz6g BC oldalanak felezopontja A, az AB oldalanak
felezépontja C,, S pedig a haromszog sulypontja. Mekkorak a haromszog

szogei, ha
CAA £ =CC,AZ és ASC,Z/=BACL+ACBL?

4. Az ABC haromszog belsejében lévé P  pontra igaz, hogy
PABZ =PBCZ =PCAZ. Mivel egyenlé6 aPAB/ szog tangensének értéke, ha
| AB|=13, |BC|=14 és | AC|=157?

5. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetraéder sulypontja mind a négy csucstol egyenld
tavolsdgra van, akkor barmely két szemkozti élpar felezépontjait Gsszekotoé
szakasz merdleges mindkét élre!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2004. januar 24.

12. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
X' =y —xy?+y* =1.

2. Egy nem allandé szamtani sorozat elsé két tagjanak oOsszege és szorzata
egyenlé egymassal. Az els6 harom tag Gsszege és szorzata is egyenlé. Hatarozd
meg a szamtani sorozat els6é négy tagjanak az 6sszegét!

3. Az ABCD trapéz csucsai a k korre illeszkednek. A trapéz AD és BC
szarainak meghosszabitdsai az M pontban metszik egymést. A k koérhoz a B,
illetve D pontokban huzott érint6k metszéspontja N . Bizonyitsd be, hogy MN
parhuzamos AB -vel!

4. Az a élii ABCDEFGH kockaban mekkora az ADCH és a BCDG tetraéderek
kozos részét képezo test felszine és térfogata?

5. Legyen A a tizes szdmrendszerben felirt 2003 szam szamjegyeinek

Osszege, B pedig az A szamjegyeinek 6sszege. Szamitsd ki a B szam
szamjegyeinek 0sszegét!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!



AZ |. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Egy haromjegyii szam szamjegyei kiilonb6zéek és nincs kozottiik nulla. A
szamjegyek 6sszege az n allandd. Bizonyitsd be, hogy a harom szamjegybdl az
osszes lehetséges modon képezhetd haromjegyil szamok szamtani kozepe
oszthat6 37-tel és n -nel!

Megoldas. Jelélje a haromjegyli szam szamjegyeit a, b és c¢. EKkor a+b+c=n, a
képezhetd hat szam pedig a kovetkezo:

abc =100a+10b+c, bca=100b+10c +a,
ach =100a+10c+b, cab=100c+10a+h,
bac =100b+10a+c, cba=100c+10b+a.
A szamok szamtani kdzepe:
S 222a+2262b+2220 _37(a+b+c)=37n.

Tehat S oszthaté 37-tel és n-nel.

2. Hany olyan — legalabb kételemii — halmaz van, amelynek elemei egymast
koveté pozitiv egész szamok, és a halmaz elemeinek 6sszege 100?

Megoldas. 1.eset: a feltételeknek eleget tevéd H halmaz elemeinek szdma paratlan,
azaz 2n+1, ne N. H elemeinek atlagat jeloljuk x-szel, ez a k6zéps6d egész szam.
Most (2n+1)x =100, tehat 2n+1 csak 5 vagy 25 lehet.

Ha 2n+1=5, akkor n=2, x=20, H :{18,19,20,21,22}.

Ha 2n+1=25, akkor n=12, x =4, ami lehetetlen, mert H elemei pozitivak.
2.eset: a H halmaz elemeinek szdma paros, azaz 2n, ne N. H elemeinek x atlaga

most a két kozépsé szam szamtani koézepe. Igy 2nx =100, tehat 2x:@e N, de
n

X= 50 mar nem egész. n a4 szobajovo tobbszorose lehet: 4, 20 vagy 100. Ha n=4,
n

akkor x=12,5; H ={9,10,11,12,13,14,15,16} . Ha n=20 vagy n=100, akkor nincs

alkalmas H halmaz.
Osszefoglalva: két olyan halmaz van, amely a feltételeknek eleget tesz.

3. Vajon 6sszetett-e a 2003* + 4% szam?
Megoldas. Végezziik el a kovetkezé atalakitasokat:
2 2 2
2003% + 42005 _ (20032) +(22°°5) =(20032 +22°°5) _ %06 90032 =
2 2
- (20032 + 22005) —(21003 -2003) -

- (20032 + 22005 _ 91003 2003) - (20032 + 22005 | 91003 2003)

Mivel két négyzetszam kulonbségét kaptuk, ez nyilvan két — egynél nagyobb és egész
— sz&m szorzata, tehat 6sszetett szam.

10



4. Az ABC haromszdg C csucsanal
derékszdog van. A B csucsbél induld
szogfelezo az AC befogét a P, a
haromszég koréirt korét a Q pontban
metszi. Mekkordk a haromszog szogei,
ha

|BP|=2[PQJ?

Megoldas. A CBAZ BQ szogfelezdjére ;
az A pontot tukrozve A’ pontot kapunk, .

és nyilvanvalo, hogy A’ rajta van BC -n
és AB=AB. N
Mivel |BP|=2|PQ| miatt a P pont az ", !
ABA'A sUlypontja, AC sulyvonala és i Sy

|BA|S| AA'| is teljesiil. Igy ABAA

egyenléoldalt, tehat az ABCA hegyes-

szbgei: 60° és 30°.

5. Egy hegyesszogii haromszog teriilete T. Minden oldal felezopontjabél
merdlegest allitunk a masik két oldalra. Mekkora a hat merdéleges altal kozrezart
konvex hatszog terilete?

Megoldas. Tekintsik az ABC haromszoget, és jeldlje A, B, és C,, rendre az ABC

haromszég A, B és C csucsaival szemben fekvé oldalainak kézéppontjait. Legyen
tovabbd P a B, pontbdl AB oldalra allitott meréleges és a C, pontbdl AC oldalra

allitott meréleges metszéspontja, Q az A pontb6l AB oldalra allitott merdleges és a
C, pontbdl BC oldalra allitott meréleges metszéspontja, R pedig a B, pontbol BC
oldalra allitott mer6leges és az A pontbdl AC oldalra allitott meréleges

metszéspontja. Az ABC haromszoget a kdzépvonalai négy egybevago haromszégre
bontjak, a meghtizott merélegesek ezekben a haromszogekben magassagvonalak. gy
a PBC,, QAC, és RB A haromszogekbdl 6sszerakhatd egy az AB,C, hdromszdggel

egybevago, " teriiletti haromszog.

Igy a hatszog teriilete TE

11



10. évfolyam

1. Egy nxn-es tablazat minden mezéjére rairjuk az 1, 2 és 3 szdmok
valamelyikét. Ki lehet-e tolteni a tablazatot Ggy, hogy a sorokban, az
oszlopokban és a két atloban levé szamok dsszege mind kiilonbozo legyen?

Megoldas. Az nxn-es tablazatnak n sora és n oszlopa valamint 2 atlja van, tehat
dsszesen 2n+2 Kkilonbozé Osszeget kell kapnunk. Minden osszeg n tagu, a
legkisebb n darab 1-est, a legnagyobb n darab 3-ast tartalmaz, vagyis az el6fordulo
lehetséges 0sszegek n és 3n kdzoétt mozognak (beleértve a hatarokat is). Ez 6sszesen
2n+1 szam. Tehat a skatulya elv alapjan nem lehetséges a 2n+2 kiilonbozo
Osszeget eldallitani a 2n+1 lehetséges 6sszegbdl.

2. Hatarozd meg a 2x*>—8xy +17y? —16x—4y+2072 kifejezés legkisebb értékét,
ha x és y tetszdleges valos szamok!

Megoldas. Végezziik el a kovetkez6 talakitasokat:
2x% —8xy +17y* —16x—4y + 2072 = 2(x -2y —4)* +9(y — 2)? +1994 >1994
minden X,y € R esetén. Az 1994 értéket fel is veszi x=8 és y =2 esetén.

3. Az | AB|=1 atméroji félkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely
érintonégyszog is. Mekkora a trapéz két szara?

Megoldas. Az ABCD trapéz egyenld szari, mert hurnégyszog. AD szardnak hossza

legyen x, és legyen a D cstcs merdleges vetiilete az AB szakaszra E pont. Ekkor az
. iy o : AD AE .

AEDA és ADBA derékszogii haromsztgek hasonlosadga miatt ﬁ = ﬁ vagyis

| AE |= x°, igy |CD | AB|-2:| AE |=1—2x°.

Mivel ABCD érintdnégyszog is, ezért | AB|+|CD |=2:| AD|, azaz 1+(1-2x*)=2x,

vagyis x*+x-1=0, megoldasaibdl csak a pozitiv lehetséges, tehat
x = AD |= _1+2J§ .

12



4. Legyenek d;, d, és d; egy hegyesszogli hiromszog magassagpontjat a
csucsokkal osszekoté szakaszok. lgazold, hogy d,+d,+d;>k, ahol k a
magassagok talppontjai altal meghatarozott haromszog kertletét jeldli.

I.Megoldas. Tekintsik az ABC haromszoget, amelyben a A az A csucsbol
Kiinduld, B, a B cstcsbol kiinduld, C, a C cstcsbdl kiindulé magassagvonal
talppontja, M pedig a magassagvonalak metszéspontja. Ekkor d, = MC|, d, =| MB |
és d, =| MA|. Thalész tétele szerint MC a CAMB, négyszdg koré irt kor atmérdje,
AB, pedig hurja. Mivel a haromszdg
hegyesszdgi, igy d, > AB, |.
Hasonldan belathato, hogy

d, > AC,| és d, > BC, |.
Az egyenlOtlenségek Osszevonasaval
kapjuk, hogy
d,+d,+d, > AB |+|AC,|+|BC, |=k,
amit bizonyitani kellett.

I1.Megoldas. Az AMB, BMC és CMA haromszogekben a haromszdg
egyenldtlenségeket felirva kapjuk, hogy d, +d, >c, d, +d, >a és d,+d, >b. Ebbdl

d1+d2+d3>%(a+b+c).

Mivel %(a+b+c) az oldalak felezOpontjai altal meghatarozott haromszog keriilete,
ezért nem lehet kisebb, mint a talpponti haromsz6g kerllete, amely az 6sszes beirt
haromszogek kertiletei kdzt a minimalis, igy d; +d, +d; > K.

5. Hatarozd meg a kivetkezo egyenlotlenségrendszer osszes megoldasat a pozitiv
valds szamok halmazéan:

1 1 1
2 X3 2004 1

Megoldas. Az egyenl6tlenségek dsszeadasa és rendezése utan azt kapjuk, hogy

(Xl +1]+(X2 +i)+“'+(xlggs +L]£1998'2'
X X X1998

Mivel pozitiv x esetén (X +—] > 2, és egyenl6ség csak x =1 eseten all fenn, ezért a
X

fenti egyenldtlenség csak egyenldséggel teljesiilhet, és csak akkor, ha

X =Xy =00 = Xigog = 1.
Ez val6ban megoldas is.

13



11. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy az f(x)=(m+1)x*> -2(m-1)x+m-5 fiiggvény grafikonja
az m val6s paraméter barmely értékére ugyanazon a ponton halad keresztiil!
Hatarozd meg ennek a pontnak a koordinatait!

Megoldas. Ha van olyan (x,, f(x,)) pont, hogy barmely m-re

f(%)=(M+1)x; —2(Mm=1)x, +m=5=m(x; — 2%, +1) + X, +2X, =5
allando, ez csak x? —2x,+1=0 esetén lehetséges. Ekkor x, =1 és f(x,)=-2, igy az
(L;—2) ponton valéban barmely m -re athalad a fliiggvény grafikonja.

2. Hatdrozd meg az 6sszes olyan pozitiv x,y,z szdmokbdl all6 szamharmast,
amelyekre teljesiil a kovetkezoé két egyenléség:
x3+3y* +7°+2=1998 és y?z=x.

Megoldas. A feltételt kielégité szamokra fennall, hogy
—:’>i\/9—423(z5 +2-1998)

27° '
z értéke csak 1, 2, 3 vagy 4 lehet, mert z>4 esetén z°+2z>1998 miatt a
négyzetgyok alatt negativ szam all.
Ezek kozil csak z=3-ra lesz y pozitiv egész, ekkor y=2 és x=12. A (12;2;3)
szamharmas valéban megoldas.

y®z% +3y® +2° +2=1998, tehat y° =

3. Az ABC haromsz6g BC oldalanak felezopontja A, az AB oldalanak
felezépontja C,, S pedig a haromszog sulypontja. Mekkorak a haromszog
szogei, ha

CAA / =CC,A ~/ és ASC,/=BAC/+ACBL?

Megoldas. Vezessik be a CAAZ =a jeldlést. Ekkor CCLAZ=a ésigy AC| AC,
miatt
ACC,Z=AAC/=a.
Mivel az ACAC, néegysz0g korbe
irhato,
ACC,/=AAC/=5.
ASC,Z =BCAZ+CAB/

miatt
180°-2a =2a + 28,

AC,C«£=180°-(2a + B)=90°.
lgy o= =30°, az ABC haromszdg
minden szdge pedig 60°.

14



4. Az ABC haromszog belsejében 1lévé P  pontra igaz, hogy
PABZ =PBCZ =PCAZ. Mivel egyenlé6 aPAB/ szdg tangensének értéke, ha
| AB|=13, |BC|=14 és | AC|=157?

Megoldas. Legyen PABZ =¢, |PA|l=X, |PBl|=y és |PC|=z. Ekkor a hdromszdg
tertlete

T= %sin @(13x+14y +157),

tehat
2T 168

13x+14y+15z 13x+14y+15z7"
mert a Héron keplet alapjan T =84.
Irjuk fela PAB, PBC és PCA haromszdgekre a koszinusz tételt:
y® =13% +x* —26XC0s ¢,
7> =14° + y* —28ycoso,
x? =15 +2*-30zcos¢ .
Ezeket 6sszeadva: 13° +14% +15% = (26X + 28y +302) cos ¢ .
Rendezve azt kapjuk, hogy

sing =

13% +14? +15?
CoSp = )
2(13x+14y +15z)
s ebbdl
sin 168
tgp=—"—t="".
cosep 295
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5. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetraéder sulypontja mind a négy csucstol egyenlo
tavolsdgra van, akkor barmely két szemkozti élpar felezépontjait Gsszekotoé
szakasz merdleges mindkét élre!

Megoldéas. Legyen az ABC haromszdg a tetraéder alaplapja, D pedig a csucspontja.
Jelélje E és F rendre a CD és AB oldalélek kozéppontjat, a CFD haromszdgben
pedig S, és S, rendre az FD és CF oldalak kdzéppontjat, S pedig a CS, és DS,
szakaszok metszéspontjat. Elegendd megmutatni, hogy a CFD héaromszog egyenld
szar(, tehdt EF ebben a haromszogben az alaphoz tartozd magassagvonal, amib6l
mar kovetkezik a feladat allitasa. A feltételek alapjan | AS |<|BS |5 CS|H DS/, és a
stlyvonal tulajdonséagai miatt | SS, |=| SS, |, azaz |CS, |4 DS, |.

A parhuzamos szelék tétele és a sulyvonal tulajdonsaga miatt CDS,S, szimmetrikus
trapéz, amib6l kovetkezik, hogy CFD valoban egyenld szaru haromszog.

A tobbi oldalra ¢és a megfeleld felezOpontokat 0sszekdtd egyenesekre hasonldan
végezheto el a bizonyitas.
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12. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezoé egyenletet:
Xy —xy?+y*=1

Megoldas. Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat a kovetkez6 modon:
X =3y —xy® + Yt =) (= y) = YR (x=y) = (k= V)P +xy +¥7).
Mivel x és y egészek, ezért (x—y)?> =1 és x*+xy+y? =1, amibdl a két egyenlet
Kivonasa utan xy =0 kovetkezik.
Ha x=0, akkor y=1vagy y=-1, hapedig y=0, akkor x=1 vagy x=-
Az egyenlet megoldashalmaza:

= {(,0),(-1,0),(0;1), (0;-1)}

2. Egy nem allandé szamtani sorozat elsé két tagjanak oOsszege és szorzata
egyenlé egymassal. Az els6 harom tag Gsszege és szorzata is egyenlé. Hatarozd
meg a szamtani sorozat els6é négy tagjanak az 6sszegét!

Megoldas. Legyen a szamtani sorozat els6 négy tagja & =a, a,, a, és a,. A feltétel
szerint a=a,, a+a, =aa, és a+a, +a, =aa,a,. Ezekbol az adatokbol nyilvanvalo,

hogy a=0 és a=1, tovabba
2

a
%= a-1 5 8 = a’—-a+1’

A szamtani sorozat tulajdonsagai alapjan a+a, =2a,, amib6l az elézéek alapjan és
rendezéssel megkapjuk, hogy a®-3a®+3a—-1=2. Ezt az egyenletet (a—1)°=

alakba frva kapjuk az egyetlen valos megoldast: a=1+3/2 . A szdmtani sorozat elsé
négy tagja igy:

1+%/§ 1
1432, a, = , a, =2a,—a, —1-—
"o BT \/— o 1+J— 2
9
Az elsd négy tag Osszege tehat: S :l+§/§+ )
gy tag g 4 132

3. Az ABCD trapéz csucsai a k korre
illeszkednek. A trapéz AD és BC
szarainak meghosszabitasai az M
pontban metszik egyméast. A k korhoz a
B, illetve D pontokban huzott érinték
metszéspontja N . Bizonyitsd be, hogy
MN parhuzamos AB -vel!

Megoldéas. Mivel

ABD/Z=BDC~/Z=CBNZ
és ABDZ =ACD~Z=MDN/Z, ezért BDMN
harnégyszog.

lgy NDCZ=DBC/=DNM./, ezért
DC||MN, ezért AB| MN is teljestl, amit

bizonyitani kellett.
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4. Az a élii ABCDEFGH kockaban mekkora az ADCH és a BCDG tetraéderek
kozos részét képezo test felszine és térfogata?

Megoldéas. Legyen az ABCD alaplap

kdzéppontja P, a CGHD lap

kdzéppontja Q. A két tetraéder kdzds

része a DPCQ tetraéder. A DCP és

CQD haromszdgek terilete egyen-
2

ként %, a PCQ oldallap terilete az

ACH szabalyos haromszog tertle- :
tének negyede. Tehdt a keresett 5 /

felszin és térfogat: D

2 2 2 a2
£, ,a V3 _(2+3)a
4 8 4 P

és 7 ~ R

5. Legyen A a tizes szdmrendszerben felirt 2003 szam szamjegyeinek

Osszege, B pedig az A szamjegyeinek 6sszege. Szamitsd ki a B szam
szamjegyeinek 0sszegét!

Megoldas. Jeldljuk a 2003°*® szamot N -nel, a B jegyeinek az dsszegét C -vel. Ha

a,,—" jel a,szamjegyeinek az 6sszege” kapcsolatot jeldli, akkor a feladat szerint
N—->A->B->C,

ahola C értékét kell kiszamolnunk.

Mivel tudjuk, hogy egy szam és a szam szdmjegyeinek az Osszege 9-cel osztva

ugyanazt a maradékot adja, igy a fenti lancon végigfutva N és C a kilencnek

ugyanabba a maradékosztalyaba esik.

A 2003 els6é hat hatvanyanak 9-es maradékai rendre 5, 7, 8, 4, 2, 1, és a tovabbi

hatvanyozasok soran ezek a maradékok ismétlddnek ebben a sorrendben. (Ez utdbbi

allitas binomidalis képlettel vagy matematikai indukciéval is bizonyithatd). Ezek

alapjan a 2003 hattal oszthato kitevOjii hatvanyai kilenccel osztva 1-est adnak

maradékul (példaul a 2004 kitevéjli), a rakovetkez6 pedig 5-0st. Ezek alapjan az N,

és igy a C is a 9-esnek az 5-6s maradékosztalyaba tartozik.

A tovébbiakban becstiljik feliil a keletkez6 6sszegeket. Az

N = 2003%°® <10000%% =10°?,
vagyis N legfeljebb 8020 jegyt, igy szamjegyeinek Gsszege: A<9-8020=72180. A
72180-nal Kkisebb szdmijegyek 0Osszege biztosan Kisebb, mint 7+9+9+9+9=43,
azaz B<43. A 43-nal kisebb szamok szamjegyeinek ©sszege a 39 esetében a
legnagyobb, 12, igy C <12.
Igy tehdt a C egy tizenketténél nem nagyobb szam, amely 9-cel osztva 5-Gt ad
maradékul, azaz C =5.
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléadé: dr. Kosztolanyi Jozsef
Eléadas cime: Szdmelméleti érdekességek

A Versenybizottsag elndke, Péics Hajnalka alairja az okleveleket.
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

9. evfolyam

1. Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
3_\3
y?—x"=21.

2. Bizonyitsd be, hogy 6 oszt6ja n? +5-nek, ha n paratlan és 3-mal nem oszthat6
egész szam!

3. lgazold, hogy ha a, b és c kiilonb6z6 pozitiv szamok és a+b+c =1, akkor
(1-a)(1—b)(1—c) >8abc.

4. Hany négyzet lathat6 egy 8x8 -as sakktablan? Hany olyan téglalap van, amely
nem négyzet?

5. Egy derékszogi haromszog befogoi 28 cm és 45 cm hosszUsaguak. Hatarozd
meg a haromszog beirhato és kéréirhat6 korei kozéppontjainak tavolsagat!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
1 1 1
—+—==.
X y 3

2. Oldd meg a kovetkezé egyenlotlenséget:

1+ x)? </(1-x?)%.

3. Adott teriiletii derékszogii haromszogek koziil melyiknek legkisebb az
atfogoja?

4. lgaz-e, hogy

Y245 +32-5 =17

5. Egy haromszog szogeinek mértékei szdmtani sorozatot alkotnak. Hatarozd
meg ezeknek a szogeknek a mértékét kilon-kuldn, ha tudjuk, hogy szinuszaik

dsszege
3+ \/§
2

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

11. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:
4* +9* +25¢ =6 +10* +15".

2. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszdg oldalhosszUsagai, akkor
abc>(a+b-c)(a-b+c)(—a+b+c).

3. lgazold, hogy minden valos x értékre teljesiil a kovetkezo relacio:
x*+1>2x(x2 = x+1).

4. A Pitagorasz tétel szerint, barmely derékszogii haromszog befogéira rajzolt
négyzetek teriiletének oOsszege egyenlé az atfogora rajzolt négyzet terlletével.
lgaz-e a tétel kovetkezo altalanositasa: barmely derékszogii haromszog befogdira
rajzolt szabalyos n-szdgek (n > 3) teriiletének dsszege egyenlé az atfogora rajzolt
szabalyos n-szog terlletével.

5. Az ABCDA'B'C'D’ egységnyi éli kocka AC’ testatlojanak mely P pontjara
teljesul, hogy APC £ =60°?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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Il. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2005. januar 29.

12. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan:
XV = (x+1)Y.

2. lgazold, hogy barmely négyzetszamot 16-tal osztva négyzetszamot kapunk
maradékul!

3. Hatarozd meg az f fiiggvény szélséértékeit, ha

2
f - 20006 o
X“+4x+5

4. Adott a sikban n egyenes. Legalabb, illetve legfeljebb hany részre osztja fel a
sikot az n egyenes?

5. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszég S sulypontjan és beirhatd kdrének O
kozéppontjan athaladé egyenes parhuzamos a haromszég valamely oldalaval,
akkor a haromszog oldalainak mérészamai szamtani sorozatot alkotnak!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A ll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezé egyenletet:
3_ 3
y?—x"=21.

Megoldéas. Az egyenletnek csak olyan (x,y) pozitiv egész szamokbol all6 szampar
lehet a megoldésa, amelyre y > x. Alkalmazva az ismert azonossagot adodik, hogy

(y =x)(y* +xy +x?)=21.
A 21 két pozitiv szdm szorzatara a kovetkezd modon bonthatd:
Q) | y=x=1 | y?*4xy+x*=21
b) | y=Xx=3 | y? +xy+x*=7
C) | Y=-X=7 | y?’+xy+x*=3
d) | y=x=21| y24xy+x*=1
A c) és d) esetek nem lehetségesek, hiszen a pozitiv egész szdmok halmazén
Y%+ Xy +Xx* >3. (Az egyenléség y > x miatt nem teljestilhet.)

Tekintsik az a) esetet: y—x=1 és y* +xy+x* =21. Mivel y=x+1, ezért

(x+1)° +x(x+1) +x* =21, azaz 3x*+3x=20. A bal oldal oszthato6 3-mal, a jobb
nem, tehat ebben az esetben nincs megoldas.

Tekintsik a b) esetet: y—x=3 és y* +xy+x*=7. Mivel y=x+3, ezért

(x+3)* + x(x+3)+ x> =7, azaz 3x* +9x+9 =7, ami szintén nem teljesiilnet egyetlen

X pozitiv egész szdmra sem. Az egyenletnek a pozitiv egész szamok halmazan tehat
nincs megoldasa.

2. Bizonyitsd be, hogy 6 oszt6ja n? +5-nek, ha n paratlan és 3-mal nem oszthat6
egész szam!

Megoldas. Barmely n egész szam a kovetkez6 alakok valamelyikében irhat6 fel:

6k
6k +1
! Bk +1
6k +2 , , . ] .
n= (k egész szam), viszont n=<6k +3 (k egész szam)
6k +3
6k +5
6k +4
6k +5

paratlan n esetén adja a megmaradé lehetéségeket.

. ] . 6k +1 o .
Mivel n nem oszthaté 3-mal, ezért n= {Gk c (k egeész szam) lehetséges.
+

Ha n=6k+1, akkor n*+5=36k*+12k +1+5=36k*+12k +6. Mivel az Osszeg
minden tagja oszthat6 6-tal, ezért az 6sszeg is ilyen tulajdonsagu.

Ha n=6k+5, akkor n?+5=36k?+60k+25+5=236k?+60k+30, ami szintén
oszthat6 6-tal.
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3. lgazold, hogy ha a, b és c kiilonb6z6 pozitiv szamok és a+b+c =1, akkor
(1-a)(1—b)(1—c) >8abc.

Megoldas. Tekintslik a bizonyitandé egyenl6tlenség bal oldalan allo szorzat tényez6it
ésaz a+b+c=1 feltételt, amibdl
l-a=b+c,1l1-b=a+césl-c=a+b.
Ezt felhasznélva azt kell igazolni, hogy
(b+c)(a+c)(a+b)>8abc.

Osszuk el mindkét oldalt 8-cal és hajtsunk végre egy célszerii atalakitast:

b+c a+c a+b

2 2 2

A bal oldalon all6 tényez6k szamtani kozepek, amelyek a megfeleld mértani
kdzepekkel az alabbi relaciéban vannak:

b_;‘3>ﬁ,%>&ésa—;b>@,igy

b;c_a;c.azb>ﬁ.\/£.@’

ami egyenértékii a bizonyitand6 egyenlétlenséggel:

b;C-aZC-a;b >+/a’b%c? =abc.

> abc.

4. a) Hany négyzet lathato egy 8x8 -as sakktablan?
b) Hany olyan téglalap van, amely nem négyzet?

Megoldas. a) A lehetséges négyzeteket soroljuk osztalyokba aszerint, hogy hany
egység a négyzet oldala. (A ,legkisebb” négyzetek oldalait tekintjik egységnek.)

1 egység oldali négyzetek szama: 8° =64 .

2 egység oldalt négyzetek szama: 72 =49, mert a bal felsé sarokban tekintett 2x 2 -
es négyzetnek 7-7 ,elmozdulasa” lehetséges.

3 egység oldalt négyzetek szama: 6° =36, mert a bal felsé sarokban tekintett 3x 3 -as
négyzetnek 6-6 ,.elmozduldsa” lehetséges.
Az eljarést folytatva azt kapjuk, hogy 8 egységnyi oldall négyzet pontosan egy van. A
négyzetek szama tehat: 8% +7° +6° +5° +4% +3* +2% +1> = 204.
b) (I) Nevezzik az olyan téglalapot, amelynek két vizszintes oldala m egység, két
fiiggbleges oldala n egység (m,n) tipusinak, ahol 1<m<8, 1<n<8 és m=n.
Rovid meggondolas utan vilagos, hogy az (m,n) tipusu téglalapok szédma
(9—m)-(9—n). Szamlaljuk 6ssze a lehetséges tipusu téglalapok szamat:

@n): 8- (1+2+3+4+5+6+7)=8-28=224

2,n): 7-1+2+3+4+5+6+8)=7-29=203

3,n): 6-(1+2+3+4+5+7+8)=6-30=180

4n): 5 @1+2+3+4+6+7+8)=5-31=155

(5,n): 4-1+2+3+5+6+7+8)=4-32=128

6,n): 3-(1+2+3+4+5+7+8)=3-33=99

(7,n):  2-(1+3+4+5+6+7+8)=2-34=68

@n): 1.(2+3+4+5+6+7+8)=1-35=35
Azon téglalapok szdma, amelyek nem négyzetek:

224+203+180+155+128+99+ 68 +35=1092.
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b) (11) Osszeszamlaljuk a sakktablan lathato téglalapok szamat. Ez a szam tartalmazza
a négyzetek szamat is. Az igy kapott szambdl levonva a négyzetek szamat, magkapjuk
azon téglalapok szamat, amelyek nem négyzetek. Alkalmazva az (l)-ben latott
szamlalasi eljarast azzal a maédositassal, hogy m=n is lehetséges, a kovetkezbt
kapjuk:

@n): 8 @Q+2+3+4+5+6+7+8)=8-36

2n): 7-0+2+3+4+5+6+7+8)=7-36

8,n): 1-(1+2+3+.4+5+6+7+8):1-36
A téglalapok szdma: 36°=1296, azon téglalapok szdma pedig, amelyek nem
négyzetek: 1296 — 204 =1092 .

5. Egy derékszogii haromszog befogoi 28 cm és 45 cm hosszUsaguak. Hatdrozd
meg a haromszog beirhat6 és kéréirhat6 korei kozéppontjainak tavolsagat!

I.Megoldas. Tekintsik az ABC derékszogli hAromszoget, ahol ACBZ =90°. Legyen
F a haromszdg koréirhatd korének, O pedig a haromszdg beirhaté korének
kdzéppontja. Huzzunk az F ponton keresztiil (ez nyilvan az atfogd felez6pontja)
parhuzamost a haromszég AC befog6javal, az O ponton keresztil pedig
parhuzamost a haromszég BC befogdjaval. Legyen a P pont a most meghlzott
parhuzamosok metszéspontja. Az igy keletkezett POF héaromszdg befog6i 14—r,
illetve 22,5-r, ahol r az ABC haromszog beirhatd kdérének sugara. A r sugar
hosszat konnyen meghatarozhatjuk a kor kiilsé pontbdl huzott érintészakaszainak
egyenldségebol:
| AB|=28—-r+45—-r.
Most kiszamitjuk az AB atfogd hosszat a Pitagorasz tételbol:

| AB |°= 28% +45% = 2809, ahonnan | AB |=53, tehat r _28+45-53

10.

Most mar felirhatjuk a POF haromszdgre is a Pitagorasz tételt:
|OF |P= 4% -12,5% =172,25,
ahonnan a keresett tavolsag
|OF |~13,12.

I1.Megoldés. Barmely haromszog beirhato
és koréirhatd korei kozéppontjainak d
tavolsagara igaz, hogy d®=R*-2Rr, ahol
r a haromszog beirhat6 korének, R pedig a
haromszog koréirhato korének sugara. Most
R=26,5, az atfogé fele, a beirhaté kor
sugara r =10, igy
d*=26,5°-2-26,5-10=172,25,

ahonnan d ~13,12 adddik.
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10. évfolyam

1. Oldd meg az egész szamok halmazan a kévetkezé egyenletet:
1 1 1
===,
X y 3

Megoldas. Nyilvanvald, hogy csak olyan (x,y) sz&mpérok lehetnek megoldasok,
amelyekre x=0 és y=0. Szorozzuk meg mindkét oldalt 3xy-nal, rendezés és
kiemelés utan a kovetkezot kapjuk:

3y+3x=xy, azaz y(x—3)=3x.
Mivel x =3 (hiszen az x =3 esetben y-0=9 lenne, ami lehetetlen), ezért
3x  3(x-3)+9 9

= = =3+
y X—3 X—-3 X—-3

adodik. Az y pontosan akkor egész, ha is egész, azaz ha x—3 osztdja 9-nek. Az
X_

x —3 lehetséges értékei:

1 4 12

-1 2 -6

3 . 6 , 6
X—3= , amibél x= L és y=

-3 0 (kizéart) -

9 12

-9 -6 2

Az egyenletet a kdvetkezd szamparok elégitik ki:
(4,12), (2,-6), (6,6), (-6,2) és (12,4).

2. Oldd meg a kovetkezé egyenlotlenséget:

1+ x)? </(1-x?)%.

Megoldas. A megoldando6 egyenlétlenség a kovetkezé alakba irhato:
A+x)? <|1-x?].

Mivel 1—x? >0 pontosan akkor, ha —1<x<1 és 1-x*<0, ha x<-1 vagy x>1,
ezért két esetet killonbdztetlink meg.
Ha —1<x <1, akkor az egyenl6tlenség a kovetkezd alaku:

1+ x)%* <1-x?, amib8] x+x* <0
egyenl6tlenség adodik. Ez pontosan akkor teljesiil, ha —1< x <0. A kapott x értékek
a feltételnek megfelelnek, tehat minden —1< x <0 megoldas.
Ha x <—1 vagy x>1, akkor az (1+x)? < x> —1 egyenlétlenséget kell megoldani, ami

egyenértékli a kovetkezOvel: 2x<-2, azaz x<-1. A kapott x értékek mind
megfelelnek a feltételnek.

Osszefoglalva, az egyenldtlenségnek minden olyan x valds szam megoldasa, amelyre
-1<x<0 vagy x<-1, ami tgy is felirhatd, hogy x <0, de x=1.
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3. Adott teriileti derékszogii haromszogek koziil melyiknek legkisebb az
atfogoja?

I.Megoldas. Jeldlje T annak a derékszogii haromszognek a teriiletét, amelynek a
befogdi a és b, atfogdja pedig c. Ekkor

T= aTb, a Pitagorasz tételbd] pedig ¢* = a® +b?.

A c atfogd minimumat keressiik. Nyilvanvald, hogy c=+/a’*+b® pontosan ott

minimalis, ahol a ¢ =a® +b*. Felnasznalvaa T :aT-b osszefuiggést adodik, hogy

2 2
¢’ =a’ +4T2 =(a—2—Tj +4T.
a a

Ez az 6sszeg pontosan akkor minimalis, ha

a—z—T:O,azaz ha a:Z—T,azaz a’>=2T ,igy b*=2T.
a a

Megallapithatjuk, hogy az atfogé akkor a legkisebb, amikor a derékszogii haromszog
egyenl6szarl. Ekkor az atfogd
c=2T.

I1.Megoldas. Jeldlje a az a befogoval szemben fekvd szoget. Mivel a=csina és
b=ccosa , ezért

c?sina cosa 2T ) , AT
T=-—""—"""2/ahonnan ————=c¢?, azaz ¢’ =— .
2 Sina cosa sin2a

Ez a hanyados pontosan akkor minimalis, ha sin 2« =1 (hiszen a szdmlal6 konstans),

ahol 0<0¢<%. Az adott intervallumban sin2a =1 pontosan akkor teljesil, ha

20 :% ,azaz a = % Ekkor viszont a derékszdgii haromszog egyenld szarh és
c=2T.

4. lgaz-e, hogy

Y246 +32-6 =17

I Megoldas. Legyen a=32++/5 +32—+/5 . Kiséreljuk meg a kobgyokos kifejezés
alatt teljes kobok kialakitasat. Végezziik el a kovetkez6 atalakitdsokat:

a:%(§/16+8\/§ +€/16—8J§):%(%/1+3J§+15+5J§+§/1—3\/§+15—5J§ _
=%(§/<1+\/g)3 +§/(1—\E)3]:%(1+\E+1—\E):1.

I1.Megoldéas. Most probaljuk meg kobreemeléssel megoldani a feladatot.
% :2+£+3g/(2+£)2(2—\6)+3g/(2+\/§)(2—£)2 +2-5=
=4—3(€/2+\/§+%/2—\E)=4—3a,
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mert 33/(24’\/5)(2—\/5) =33/4-5=-3. Feladatunk a tovabbiakban az a®=4-3a

egyenlet megoldasa. Irjuk 4t az egyenletet az a®+3a—4 =0 alakba, majd a baloldalt
alakitsuk szorzatta:
a’+3a-4=a’-a+4a-4=a(@a’-1)+4(a-1)=
—a(a-D(@+D)+4(@a-1)=(a-D@*+a+4)
A megoldand6 egyenlet tehat
(a-D(@*+a+4)=0.
Ez a relacio pontosan akkor teljestl, ha a—-1=0, azaz a=1, ugyanis

2
a2+a+4:(a+£] +E,
2 4

amibél latszik, hogy az a® +a+4 =0 egyenlet egyetlen valos a-ra sem teljesiil. Ezért
a 32+5 +32-/5 szamkifejezés értéke valoban 1.

5. Egy haromszog szogeinek mértékei szdmtani sorozatot alkotnak. Hatarozd
meg ezeknek a szogeknek a mértékét kilon-kuldn, ha tudjuk, hogy szinuszaik

dsszege
3+ \/§
>

Megoldas. Legyenek o, B és y aharomszog szdgei. Ha e sz0gek mértékei szamtani
sorozatot alkotnak, akkor valamely ¢ szogre
B—o+pP+pP+¢p=180°,azaz f=60°.
A haromszdg szogei tehat a =60°—¢, B =60° és y =60°+¢.
irjuk most fel a szogek szinuszainak dsszegét:

sin(60°—¢)+sin60°+sin (60°+¢) = 3+2\6,
sin60°cos ¢ —c0s60°sin ¢ +sin 60° +sin 60° cos ¢ + cos60°sin ¢ = 3+2\/§ ,
25in 60° C0S ¢ + 5N 60° = 3+2\/§,

B B 3443

2-—COSQ +
p “RPTET

innen pedig 2+/3cos¢ =3, azaz cos¢ = % , tehat ¢ =30°.
A haromszdg keresett szogei: 30°,60°,90°.
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11. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:
4% +9% + 25" =6* +10" +15".
Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet a kovetkez6 modon:
(2) +(3) +(5) =27 342" 5 4357,
majd szorozzuk be 2-vel. Atalakitas utan a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
(2-3) +(3*-5°) +(5-2*) =o0.
Ebbol kovetkezik, hogy 2* =3* =5* kell hogy teljestljon, azaz x=0.

2. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszdg oldalhossztsagai, akkor
abc>(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c).

Megoldas. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldalan szerepld tényez6k mindegyike
pozitiv, 1igy a Dbizonyitanddo egyenldtlenség egyenértékii a  kovetkezd

egyenlétlenséggel: a’b’c? > (a+b—c)?(a—b+c)?*(-a+b+c)?.

A jobb oldalon allé szorzat tényezdit csoportositsuk a kovetkezé modon:
(a+b-c)’(a—b+c)’*(-a+b+c)’ =
=[a+(b-c)][a—(b—c)][b—(a—c)][b+(a—c)][c—(b—a)][c+(b—a)]=

[az —(b—c)z][b2 —(a—c)z][c2 —(b—a)z].

Mivel a® —(b—c)? <a?, b?>—(a—c)®> <b? és c®—(b—a)* <c?, ezért

a’b%c? > (a+b-c)?(a—b+c)’*(-a+b+c)?
teljesil, s ezzel allitasunkat bizonyitottuk.

3. lgazold, hogy minden valos x értékre teljesiil a kovetkezo relacio:
x*+1>2x(x2 - x+1).

Megoldas. Beszorzds és rendezés utan adodik x*+1>2x®—2x*+2x, amibdl
x*+2x% +1>2x° + 2x kovetkezik. A bal oldalon teljes négyzet all, a jobb oldalon

kiemelés utén a kovetkezst kapjuk: (x* +1)2 > 2x(X* +1).

Mivel x*+1>0, ezért a kapott egyenlStlenség egyenértékli az x> +1>2x
egyenlStlenséggel, amibol az (x—1)> >0 egyenlétlenséget kapjuk, ami minden valds
X -re teljesill, igy az eredeti egyenlétlenségnek is minden valos X megoldasa.

4. A Pitagorasz tétel szerint, barmely derékszogii haromszog befogéira rajzolt
négyzetek teriiletének oOsszege egyenlé az atfogora rajzolt négyzet terlletével.
lgaz-e a tétel kovetkezo altalanositasa: barmely derékszogii haromszog befogdira
rajzolt szabalyos n-szdgek (n > 3) teriiletének dsszege egyenlé az atfogora rajzolt
szabalyos n-szog terlletével.

Megoldas. n=4-re az allitas igaz (Pitagorasz tétel). Vajon igaz-e az allitds n=3-ra?
Rajzoljunk a derékszogli haromszog oldalai f61¢ szabalyos haromszogeket. Az egyes
haromszdgek terlletei:
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2 2 2
T, =2 */§,Tb=b 3 4T, =2 3
4 4 4
2 2 2
Azt kell eldonteni, hogy igaz-e az a \/§+b V3 _C J3 egyenléség. i-mal
4 4 4 J3

szorozva mindkét oldalt megkapjuk az a® +b* =c¢® ekvivalens egyenléséget, vagyis a
Pitagorasz tételt, amirdl tudjuk, hogy igaz, ezért T, +T, =T_ is igaz.

Legyen ezutan n>5 tetszbleges. Jelolje tovabbra is T,, T, és T, az a, b és ¢
oldalak flé rajzolt szabalyos n-szogek teriiletét. Tudjuk, hogy a szabalyos n-sz6gek

paronként hasonldak. Jeloljuk a T, és ¢ aranyat n -val, azaz n :C—gio. Az n tehéat

azt mutatja meg, hogy a c atfogoéra rajzolt szabalyos n-szdg teriilete hanyszorosa az
atfogora rajzolt négyzet tertletének, vagyis T, =n-c?.
a

2
Megmutatjuk, hogy igazak a T, =n-a’ és T, =n-b* relaciok is. Mivel :Ir__a:(_j ,
C

C
azaz a terliletek aranya egyenld a megfeleld oldalak ardnyanak négyzetével, ezért

2 2
Ta=Tc(E] =n-¢ =’
c c

T, (bY b’ 2
Hasonl6an —bz(—] ,ahonnan T, =T, (—] =n-c*-—=n-b.
T C c c

C
Azt akarjuk eldonteni, hogy igaz-e a T, +T, =T, relacid, azaz na* +nb* =nc®. Ez az
egyenldség egyenértékii az a® +b? =c? relacioval (hiszen egymasbél n = 0-val valo
osztéassal/szorzassal allnak eld). Mivel a* +b* =c? igaz, ezért na® +nb® =nc? is igaz.
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5. Az ABCDA'B'C'D’ egységnyi éli kocka AC’ testatlojanak mely P pontjara
teljesul, hogy APC £ =60°7?

Megoldas. Ismert, hogy az egységnyi élii kocka lapatléja /2, testatloja pedig /3.
Jelélje y a keresett P pontnak az A csucstél, x pediga C csucstdl vald tavolsagat.
Legyen PACZ =¢ . Célunk az y szakasz hosszdnak meghatarozésa.

frjuk fel elészor az ACP haromszégre a szinusztételt:

X -Slnqo innen X:\/-ESIanZZ\/ESInq).
J2  sin60° sin 60° J3
Mivel az ACC' haromszogb6l singo:i és cosp =——, ezért x:&.
NE V3 3

Ezek utén irjuk fel az ACP haromszdgben a keresett y szakaszra a koszinusztételt:
2
y2=x’ +(J§) —~2xy/2 cos(120° - ) =§+ 2—g(c05120°005(p+sin120°sin ).

g2 8(1\F\f1] 26 sff 524/3 ~244/3+2442 _

2 3 B9 3 2B 18V3

14\6“2( , ahonnany = M ~1,626.
93 ' o3

D'
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12. évfolyam

1. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan:
XV = (x+1)Y.

Megoldas. Ha x =0, akkor x’* =0 barmely nemnegativ egész szamra, ugyanakkor
(x+1)Y =1. Igyaz x =0 esetre nincs megoldas.

Ha x=1, akkor xY™ =1, barmely y nemnegativ egész szamra, ugyanakkor 2’ =1
pontosan akkor, ha y =0. Tehat az (1,0) szampar megoldasa az egyenletnek.

Ha x>2 és x paros, akkor x’* is paros, ugyanakkor (x+1)Y pératlan barmely y
nemnegativ egész szam esetén, ezért x’™ = (x+1)Y. Ha x paratlan, akkor x’* is

paratlan és (x+1)Y paros barmely y nemnegativ egész szamra, ezért x¥™ = (x +1)”..
Az egyenletet tehat egyetlen nemnegativ egész szamokbdl allo paros elégiti Ki:
x=1, y=0.

2. lgazold, hogy barmely négyzetszamot 16-tal osztva négyzetszamot kapunk
maradékul!

Megoldas. Elészor lassuk be a paros szamok négyzeteire, majd kés6bb belatjuk a
paratlanokéra is.
A péros szdmok a 4-gyel vald oszthatésag szempontjabol felirhatok 4k és 4k +2
alakban (ahol k egész szam). A 4k alaku péaros szamok négyzete
(4k)* =16Kk>.

Ez a négyzetszam 16-tal osztva 0-a4t ad maradékul, ami négyzetszam. A 4k + 2 alaku
szamok négyzete

(4k +2)* =16k* +16k + 4 =16(k* + k) + 4,
amely alakbol latszik, hogy a négyzetszam 16-tal osztva 4-et ad maradékul, ami
négyzetszam.
Most vegyiik sorra a paratlan szamokat, mégpedig el6szor a 8k £1, majd a 8k £3
alaklakat.

(8k £1)* = 64k* +16k +1=16(4k*£k)+1

(8k £3)* = 64k* + 48k +9 =16(4k* +3k) +9.

A két alakrdl megallapithato, hogy 16-tal osztva 1-et, illetve 9-et adnak maradékul,
amelyek négyzetszamok. Ezzel minden szd&m négyzetére bebizonyitottuk az allitast.

3. Hatarozd meg az f fiiggvény szélséértékeit, ha
2x% +6x+6

fx)==2—"""" xeR.
) X2 +4x+5

I.Megoldés. Vezessik be az f(x)=y jelolést. Mivel az f fliggvény minden val6s

2x% +6X+6
X2 +4x+5
yx* +4yx+5y =2x* +6x+6, illetve (y—2)x*+(4y-6)x+5y—-6=0

szamra értelmezett, ezértaz y = egyenlet ekvivalens az
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egyenlettel. Ki kell vizsgalni, hogy milyen y értékek esetén van megoldasa a kapott
egyenletnek, majd meg kell hatarozni a legkisebb és a legnagyobb y értéket, ha

ilyenek léteznek.
y =2 esetén az egyenlet els6foku, azaz 2x+4 =0, amibdl x=-2.

Ha y =2, akkor az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a diszkriminans
nemnegativ, azaz

~(4y-6)*-4(y-2)(5y-6) 20,

—4y® +16y-12>0,

~4(y* -4y +3) >0,

—4(y-1)(y-3) 20,
Amibdl kdvetkezik, hogy 1<y <3, tehat a fuggveny minimuma 1, maximuma 3.

I1.Megoldas. Alakitsuk 4t a fliggvényt a kvetkezé modon:
f () = 2x* +6x+6 _ X" +4x+5+x’ +2x+1_ (x+1)? |
X2 +4x+5 X2 +4x+5 (x+2)%+1
Ez a kifejezés biztosan nem kisebb 1-nél. Egyenl6ség x=-1 esetén van, ami azt

jelenti, hogy ezen a helyen lesz a fliggvénynek minimuma, amelynek értéke 1.
Hasonl6 atalakitassal jutunk a figgvény maximumahoz is. Mégpedig igy:

() = 2x% +6x+6  3x® +12x+15— (x> +6x+9) 3 (x+3)?
X2 +4x+5 X2 +4x+5 (x+2)%+1"

Egyenl6ség x = -3 esetén van, ami azt jelenti, hogy ezen a helyen lesz a fliggvénynek
maximuma, amelynek értéke 3.

4. Adott a sikban n egyenes. Legalabb, illetve legfeljebb hany részre osztja fel a
sikot az n egyenes?

Megoldas. Nyilvanvald, hogy n=1 esetben a részek szdma t =2.

Ha n=2, akkor mar két eset lehetséges. A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy
az egyenesek kozott nincsenek olyanok, amelyek egybeesnek.

Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a részek szama t =3, ha a két egyenes metsz0,
akkor a részek szdma t = 4.

Ha n =3, akkor a helyzet mar kicsit 0sszetettebb. Harom parhuzamos egyenes esetén
a részek szama t = 4, két parhuzamos és egy metszé egyenes esetén t =6, harom egy
ponton &thaladd egyenes esetén t=6, valamint hirom egymast metsz6 egyenes
esetén, amelyek kozott nincs parhuzamos és amelyek nem egy kdzds ponton haladnak
keresztil, t=7.

A konkrét esetek tanulmanyozésa alapjan vilagos, hogy adott n egyenes esetén a
részek szama pontosan akkor minimalis, ha az egyenesek péarhuzamosak. Ekkor a
részek szama t... =n+1. Az is vilagos, hogy a részek szama adott n egyenes esetén

akkor maximalis, ha az egyenesek kozott barmelyik kettd nem parhuzamos és nincs
kozottuk harom olyan, amely egy ponton megy at. Ezutdn alkalmas
szamlalastechnikat kell konstrualni a maximumok 0Osszeszamlalasara. Legyen az
egyenesek szdma n, a maximalis részek szama ekkor
n(n+1) n*+n+2

2 2

tx =2+2+3+4+--+n=1+
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5. Bizonyitsd be, hogy ha a haromszég S sulypontjan és beirhatd kdrének O
kozéppontjan athaladé egyenes parhuzamos a haromszég valamely oldalaval,
akkor a haromszog oldalainak mérészamai szamtani sorozatot alkotnak!

Megoldas. Barmely haromszog beirhatd kérének r sugara kifejezhet6 a haromszog
terulete és kerllete segitségével, azaz
T

&
Ha az S és O pontokon atmené e egyenes parhuzamos a haromszdg a oldalaval,
akkor a sulypont tulajdonsagai miatt a hAromszdg beirhat6 korének r sugara az a
oldalhoz tartoz6 m, magassag harmada:

r

m
r=—=.
3
Az r sugar e két kifejezését egybevetve, és felhasznalva hogy
2T
m, =—,
a
kapjuk, hogy
_ao
a+b+c 3a’
innen pedig
a+b+c=3a,
azaz
b+c
—=a
2

A haromsz6g oldalai tehat tényleg szamtani sorozatot alkotnak, mégpedig az az oldal
a sorozat kozépso eleme, amellyel az e egyenes parhuzamos.

A

36



A ll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

9. évfolyam

. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I. dij

. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij

. Juhasz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Lajk6é Miklés, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

. Fontanyi Andor, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Grujin Tamara, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Kalméar Gergely, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Seregély Emese, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

CONO OIS WN B

10. évfolyam

1. Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I. dij
2. Dome Zsolt, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

3. Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, |. dij

4. Borbas Imre, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

5. Takacs Arpad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

6. Karacsonyi Eva, Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
7. Szegedi Mihaly, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

8. Botos Zs6fia, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. Varga David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, Il1. dij

10. Désa Szilvia, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

11. évfolyam

1. S6ti Valentin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, |. dij
2. Olah Attila, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij
3. Hollé Déra, Dositej Obradovi¢ Gimnéazium, Topolya, I11. dij
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A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6adé: dr. Karsai Janos
Eléadas cime: Szamitdgeppel szerkesztett matematikai viragok

A tanulok érdeklodéssel hallgatjak az eléadast.
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

9. évfolyam

1. Jelentse a, b és ¢ egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezo egyenlotlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a +b® +c2.

2. Harom iskola mindegyikében n tanuldé van. Minden tanulé a masik két
iskolabol egyittvéve n+1 tanulét ismer. Bizonyitsd be, hogy vélaszthaté a harom
iskola mindegyikébdl egy-egy tanuld Ugy, hogy mindegyikik ismeri a masik
kettot. (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel.)

3. Az ABC héaromszég C csucsbdl indul6 salyvonala az AB oldalt C,-ben, a
haromszog koré irhatd korét C,-ben, a B csucsbdl induld sulyvonal az AC
oldalt B,-ben, a koré irhat6 kort B,-ben metszi. Bizonyitsd be, hogy ha e két
siulyvonal meréleges egymasra, akkor C,B, merdleges AS-re, ahol S a
haromszog sulypontja!

4. Keresd meg a legkisebb olyan természetes szamot, ami 56-ra végzodik,
oszthat6 56-tal, és szAmjegyeinek 0sszege éppen 56.

5. Bizonyitsd be, hogy haaz a, b és ¢ egész szamokra teljesil az ab+bc+ca=0
osszefliggés, akkor az abc szorzat folirhatd egy négyzetszam és egy kdbszam
szorzataként!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

10. évfolyam

1. Mely egész a, b és c értékek elégitik ki az

a?+b?+c?+3<ab+3b+2c
egyenldtlenséget?

2. Legyen n egész szam. Bizonyitsd be, hogy ha 2+ 2+/28n? +1 egész szam, akkor
négyzetszam is!

3. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!

4. Az ABC haromszégben 7/2#. Legyen D a C-bél indulé szogfelezé AB
oldalhoz tartoz6 pontja, O pedig a haromszog koré irhatd kérének kézéppontja.
Mekkorak a haromszdg sz6gei, ha ODAC hurnégyszog?

5. Inflacidban gyakran emelik a villamos kozlekedési dijat. A jegy arat ilyenkor a
jegy nélkil utazékra kirott buntetés mértékére emelik, a buntetés pedig mindig
az éppen érvényes jegy aranak 10-szerese. Makacs Tamas elvi kérdést csindl
abbol, hogy ne vegyen jegyet, igy mar 9-szer bintették meg. Radadasul az egyik
alkalommal fizetés kdzben elejtett, és igy elvesztett egy ,,nagy értékii” bankot.
Igy Tamasnak eddig 23650 Ft-ja ment ra a villamosozasra. Hany Ft-os bankot
vesztett el Tamas? (Inflacioban a ,,nagy értékii” bankok az 1000, 2000, 5000 és a
10000 Ft-osak.)

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

11. évfolyam

1. Két egybevagd, haromoldali szabalyos gulat alapjuk mentén 0Osszeillesz-
tettiink. A Keletkez6 hatlapi test minden lapszoge ugyanakkora. Hatarozd meg a
két haromélii csucs tavolsaganak és két oldalcsucs tavolsaganak az aranyat!

2. Jelentse a, b és c egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezé egyenlétlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a® +b® +c2.

3. Egy sakktiabla minden mezejére kockat helyeztiink. Ezek lapjai a mezdokkel
egybevagoak. Minden kockéanak van fekete lapja. Azt akarjuk elérni, hogy folul
csak fekete lapok legyenek. Bizonyitsd be, hogy ezt el lehet érni, ha kockéat csak
ugy mozgathatunk el, hogy teljes soraval vagy oszlopaval elforgatjuk annak
hossztengelye kortl!

4. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!

5. Bizonyitsd be, hogy az A/ A A, ... A, szabalyos tizenkétszogben
1 1 4

IAAE [AAF [AAFE

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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I1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Szabadka, 2006. januar 21.

12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha n természetes szam, akkor (5+«/2_6)n tizedestort

alakjaban a tizedesvesszot koveto elsé6 n szamjegy egyenlé!

2. Egy konyvtar ki- és bejaratanal egy-egy tabla all. Minden be-, illetve kilépének
fel kell irnia a megfeleléo tabliara, hogy hany embert talalt, illetve hagyott a
konyvtarban. Bizonyitsd be, hogy egy teljes nap soran ugyanazok a szamok
keriilnek a két tablara, legfeljebb mas sorrendben (feltessziik, hogy egyszerre
csak egy ember érkezik vagy tavozik).

3. Milyen n és k természetes szamok esetén alkot szamtani sorozatot a

kovetkezo harom kifejezés:
n n n
k-1) (k) (k+1)

4. Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, ahol az oldalak hossza rendre

%%l Bizonyitsd be, hogy van olyan négyzet, amelyben mindezek a
n

négyzetek atfedes nélkil elhelyezhetok, és keresd meg a legkisebb ilyen

négyzetet!

5. Az ABC haromszdg B és C csucsain atmené kor az AB oldalt D pontban, az
AC oldalt pedig E pontban metszi. A haromszég AF sulyvonala DE -t G
pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ekkor

|GD| |ACF
|GE| |ABJ

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.
Jo munkat!

42



A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Jelentse a, b és ¢ egy haromszdg oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezo6 egyenlotlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a +b® +c2.

Megoldas. Rendezziik a bal oldalt, a job oldalon szerepl6 kifejezéseket vigylik at az
egyenl6tlenség bal oldalara, majd alakitsuk at a kifejezést!

ab® —2abc + ac” +bc? — 2abc +ba® + ca® — 2abc + cb? +4abc —a® —-b® —c®* >0
ab® +ac” +bc® +ba® +ca® +cb? —2abc—a* -b*-c®* >0

b(a® —c? +2bc—b?) +c(a? —c® + 2bc —b?)—a(a? —c® + 2bc —b?) > 0
(b+c—a)(a®—c?+2bc—b?)>0

(b+c-a)@®—-(c-b)*)>0

(b+c—-a)(a-c+b)(a+c—-b)>0

A haromszdg-egyenl6tlenségek alapjan mindharom tényezé pozitiv, azaz igaz
egyenl6tlenséget kaptunk.

2. Harom iskola mindegyikében n tanuldé van. Minden tanulé a masik két
iskolabol egyittvéve n+1 tanulét ismer. Bizonyitsd be, hogy vélaszthaté a harom
iskola mindegyikébdl egy-egy tanuld Ugy, hogy mindegyikik ismeri a masik
kettot. (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel.)

Megoldas. Megkeérdeziink mindenkit, hany ismerdse van egy-egy iskolaban. Legyen a
legkisebb hallott sz&m k. Ez nem 0, mert mindenkinek t6bb ismer6se van a masik két
iskolabol, mint ahany tanulé jar egy-egy iskolaba.

Legyen mondjuk Andras az A iskolabél egy tanulé, akinek k ismerése van a B
iskolaban. Ekkor a C iskolaban n+1-k ismerdse van és k —1 tanulot nem ismer.
Andras egy B iskolabeli ismer6se, mondjuk Balint, legalabb k tanuldt ismer a C
iskolabol. Ezek koziil legalabb egy ismeri Andrast is. Ha Csongor egy k6zos ismerds,
akkor harmuk kozull mindenki ismeri a masik kett6t. A feladat allitasa tehat igaz.

3. Az ABC héaromszog C csucsbdl indul6 salyvonala az AB oldalt C,-ben, a
haromszog koré irhatd korét C,-ben, a B csucsbdl induld sulyvonal az AC
oldalt B,-ben, a koré irhat6 kort B,-ben metszi. Bizonyitsd be, hogy ha e két
sllyvonal meréleges egymasra, akkor C,B, merdleges AS-re, ahol S a
haromszég sulypontja!

Megoldas. Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyen ¢ =CCBZ. A C,B, szakasz az
ABC haromszognek egy kdzépvonala, ezért C B, parhuzamos BC -vel. Ebb6l az is
kovetkezik, hogy az ABC haromsz6g AA sllyvonaldnak C B, -gyel alkotott E
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metszéspontja felezi a C,B, szakaszt. Ezek szerint C,SB, derékszogli haromszognek
SE az atfog6hoz tartozé stlyvonala, amir6l tudjuk — Thélész tétele miatt — hogy
egyenld az atfogd felével.

| SE [/ C,E < EB, |.

Ez viszont azt jelenti, hogy a C,ES .
haromszog egyenld szaru, vagyis \
EC,SZ=SCBL=ESC,/=¢p.
Vizsgéljuk  most a  C,B,S
derékszogli haromszoget. Nyilvan
C,B,SZ=¢, hiszen a C,B,BL és
C,CBZ azonos iven nyugvo keruleti

sz0gek. Mivel C,ST £ =¢, ezért

TSB,Z/=90°-0,
ami azt jelenti, hogy a B,TS
haromszdgben

B,TS/ =90°,

vagyis AS meréleges C,B,-re, és éppen ezt kellett igazolnunk.

4. Keresd meg a legkisebb olyan természetes szadmot, ami 56-ra végzodik,
oszthat6 56-tal, és szdmjegyeinek 0sszege éppen 56.

Megoldas. A keresett szam felirhatd A-100+56 alakban. Mivel 56| A-100, igy
14| A, azaz A paros szam és oszthatd 7-tel, szamjegyeinek 6sszege pedig
56— (5+6)=45. A legkisebb olyan paros szam, ahol a szdmjegyek &sszege 45 a

199998, de ez nem oszthatd 7-tel. A kovetkez6 a 289998, majd a 298998. Ez utdbbi
oszthato csak 7-tel, tehat a keresett szam a 29899856.

5. Bizonyitsd be, hogy haaz a, b és ¢ egész szamokra teljesil az ab+bc+ca=0
osszefliggés, akkor az abc szorzat folirhatd egy négyzetszam és egy kdbszam
szorzataként!

Megoldas. Vegyiuk észre, hogy ab=-c(b+a) miatt, az a, b és ¢ szamok
mindegyike osztja a méasik két szdmot, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy ha az abc
szorzat oszthaté egy p egész szammal, akkor p"-nel is oszthatdé valamilyen n>1
természetes szamra. Ekkor viszont biztosan taldlhatok olyan x és y nemmegativ

egészek, amelyekre p" = p* - p®, ami igazolja a feladat allitasat.
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10. évfolyam

1. Mely egész a, b és c értékek elégitik ki az

a?+b?+c?+3<ab+3b+2c
egyenldtlenséget?

Megoldas. Minthogy az egyenl6tlenség mindkét oldaldn egész szam all, az
egyenl6tlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a bal oldal legalabb 1-gyel kisebb a
jobb oldalnal, igy a bal oldalhoz 1-et hozzaadva akar az egyenl6ség is teljesiilhet, azaz

a’+b?+c?+4<ab+3b+2c.
Megfelel6 rendezéssel a kovetkezd egyenlétlenségeket kapjuk:

2 2
a’ —ab+b7+%—3b+3+c2 —2c+1<0

(a—%)z +3(%-1}2 +(c-1)*<0

A fenti egyenl6tlenség csak akkor teljestilhet, ha benne minden négyzet alapja 0,
hiszen kilonben a bal oldalon pozitiv szam allna. Eszerint
a—9:0, 9—1:0, c-1=0,
2 2

amelybol az egyetlen megoldas: a=1, b=2, c=1.

2. Legyen n egész szam. Bizonyitsd be, hogy ha 2+ 2+/28n? +1 egész szam, akkor
négyzetszam is!

Megoldas. Legyen 2+2y28n*+1=a. Megfelelé rendezéssel, majd négyzetre
emeléssel adodik, hogy

24/28n* +1=a-2, illetve 7-16n* =a(a—4).

A feltétel szerint a egész, ez esetben azonban parosnak kell lennie, s6t 4-gyel
oszthaténak is, mert ha paratlan, akkor a—4 is és a(a—4) is péaratlan, ha pedig
paratlan szam kétszerese, akkor a—4 is az, s igy a szorzat paratlan szdm négyszerese,
tehat nem oszthat6 16-tal. Eszerint alkalmas b egész szammal a =4b és

n*=b(b-1).
Itt b és b-1 relativ prim egymashoz, hiszen minden kozos osztéjuk osztdja a
kildénbségiknek, 1-nek is. Ez esetben egyikiknek négyzetszamnak Kkell lennie,
masikuknak pedig egy négyzetszam 7-szeresének. Ha ugyanis n, b és b-1 helyébe
beirjuk felbontdsukat primszamok szorzatara, akkor a bal oldalon a 7 paératlan
hatvanyon fog szerepelni, a tobbi primszam paros hatvanyon.
A jobb oldalon b és b—1 primosztoi kiilonb6zdek.
A szamelmélet alaptétele szerint egy szdm primtényezds felbontasa a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmill, tehat a két oldalon ugyanazok a primszdmok
szerepelnek, és egy-egy prim a két oldalon ugyanazon a hatvanyon fordul el6. Ekkor
b és b—1 felbontasiban minden prim paros kitevével szerepel, kivéve a hetet amely
fellép valamelyiknek a felbontasaban, éspedig paratlan hatvanyon. A két szam egyike
tehat x*, a masik 7y’ alaki. Mivel b és b—1 egyike paros, masikuk paratlan, igy x
és y kozil is egyik paros, masik paratlan.
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Azt is tudjuk, hogy x*—7y? vagy 1, vagy -1, tovabba azt is, hogy paros szam
négyzete oszthato 4-gyel, paratlan szamé pedig 4-gyel osztva (s6t 8-cal osztva is) 1-et
ad maradékul. Eszerint, ha 7y?-et 4-gyel osztjuk, akkor O vagy 3 a maradék, x*-é
pedig 1 vagy 0. Mivel tovabba az egyik maradék 0, igy az x*>—7y* szam mindkét
esetben 1 maradékot kap, tehat nem lehet —1-gyel, csak 1-gyel egyenlé. Ez azt jelenti,
hogy b=x*, b—1=7y?. Ha tehat a feladatban szereplé a szam egész, akkor fennall

r4, hogy a = 4b = 4x* = (2x)?, vagyis négyzetszam, amint a feladat allitotta.

3. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldéasa!

Megoldas. Csak pozitiv egész x értékek jonnek tekintetbe, mert negativokra a
K =x*+4¥
kifejezés nem is egész, 0-ra pedig 1. Pozitiv paros x-ekre K oszthaté 4-gyel, tehat
dsszetett.
Ha x pozitiv paratlan szam, akkor 2y +1 alakban irva

4% = 4.4% :4-(2y)4.
x—1

frjunk 2¥ =2 2 helyébe z -t. Ekkor kifejezéstink igy alakithato:
2

K=x*+4z% =x* +47* + 4x?2% - 4x%2% = (x2 + 222) ~(2x2)’ =

:(x2 +27° +2xz)(x2 +27° —2xz) = ((x+ 7)° + 22)((x—z)2 + 22).
Itt az elsé tényez6 mindig nagyobb, mint 1, mert mindegyik tagja legaldbb 1. A
masodik tényezd pedig csak akkor Iehet 1, ha x =z =1. Mivel

X=2y+1lés z=27,
igy ez abban az esetben kdvetkezik be, ha x=1 és y =0. Ekkor
x*+4% =5,

p azonban 5-nél nem nagyobb. Igy a feladatban szerepl6é egyenletnek valoban nincs
egész megoldasa.

4. Az ABC haromszogben ;/z#. Legyen D a C-bél indulé szogfelezé AB

oldalhoz tartoz6 pontja, O pedig a haromszdg koré irhatd kérének kézéppontja.
Mekkorak a haromszdg sz6gei, ha ODAC hurnégyszog?

Megoldas. Mivel ;/:#, ezért ;/:1802_7, ahonnan y =60°. Az AOB

haromszdgben a kerileti és kdzépponti szogek tétele miatt AOB£ =120°. Mivel az
AOB haromszog egyenld szaru, igy

ABO/ = M =30°
Mivel ACOD hurnégyszdg, ezért DCOZ =0ADZ, hiszen azonos iven nyugvo
kertleti szogek. Azt kaptuk tehat, hogy DCOZ = OAD £ = 30°.
A DCO szdget felirhatjuk masképpen is. Az ACO egyenlé szara haromszogben a

COAZ=2p,

ugyancsak a keruleti és kozépponti szogek tétele miatt. Ezért ACOZ =90°— /. Ekkor
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DCO«Z=ACOZ-ACDZ=90°-p3-30°=60°-3,
hiszen CD szogfelezd. Igy azt kaptuk, hogy 30°=60°— 4, tehat B =30°, akkor

pedig a =90°. Az ABC haromsz6g szdgei tehat
o =90°, B =30° és y =60°.

5. Inflacidban gyakran emelik a villamos kozlekedési dijat. A jegy arat ilyenkor a
jegy nélkil utazékra kirott buntetés mértékére emelik, a bintetés pedig mindig
az éppen érvényes jegy aranak 10-szerese. Makacs Tamas elvi kérdést csindl
abbol, hogy ne vegyen jegyet, igy mar 9-szer biintették meg. Raadasul az egyik
alkalommal fizetés kdzben elejtett, és igy elvesztett egy ,,nagy értékii” bankot.
Igy Tamasnak eddig 23650 Ft-ja ment ra a villamosozasra. Hany Ft-os bankot
vesztett el Tamas? (Inflacioban a ,,nagy értékii” bankok az 1000, 2000, 5000 és a
10000 Ft-osak.)

Megoldas. Egy szam és a tizszerese is kilenccel osztva ugyanazt a maradékot adja.
Ezek szerint a villamosjegy és a buntetések is az inflaci6 soran ugyanazt a 9-es
maradékot adtak, illetve Makacs Tamas altal kifizetett kilenc bintetés is mindig
ugyanazt a maradékot adta. Legyen ez a maradék k (0<k <8). Ekkor egy buntetés
9a +k (i=1,2,...,9) alaku, a kilenc biintetés §sszege pedig

(9a, +k)+(9a, +k)+---+(9a, +k)=9(a, +a, +---+ay +k)
alak(, azaz a kifizetett blntetések 0sszege Kilenccel oszthatd szam. A felsorolt nagy

értékil bankok koziil egyediil a 2000-es egésziti ki a 23 650-et 9-cel oszthaté szamra,
tehat Tamas egy 2000-es bankot veszitett el.
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11. évfolyam

1. Két egybevagd, haromoldali szabalyos gulat alapjuk mentén
Osszeillesztettiink. A Kkeletkezé hatlapu test minden lapszoge ugyanakkora.
Hatarozd meg a két haromélii csucs tavolsaganak és két oldalcstics tavolsaganak
az aranyat!

Megoldas. Ha a szabalyos ABC haromszdg mentén Osszeillesztjik az egybevagd
ABCD és ABCE guldkat, a D és E csucsok a haromszdg sikjara a haromszoég S
kozéppontjadban emelt merdlegesen helyezkednek el. Az Gsszeillesztéssel keletkezd
test eszerint nemcsak az ABC sikra, hanem példaul az ADE sikra is szimmetrikus. E
szimmetriakbol kdvetkezik, hogy a D és E csucsokbdl az AB élre, illetvea B és C
csticsokbdl az AD egyenesre bocsatott merdlegesek egyenlék, s hogy kozos F
illetve G talppontjuk van. Eszerint a DFEZ az AB él mentén, a BGCZ pedig az
AD él mentén csatlakozd lapok sz6gét méri. Minthogy e szogek a feltevés szerint
egyenlék, a DFE és BGC haromszogek hasonloak, hiszen egyenld szarGiak és
szarszOgiik egyenld. A hasonldésagbdl a megfeleld oldalak aranya fennall, azaz

| DE |;| BC |<| DF || BG .
A jobb oldali szakaszok az ABD haromsz6g magassagai, s ezért forditva aranylanak,
mint a megfelel6 oldalak:

| DF |:| BG|=| AD |:| AB]|.
Minthogy BC = AB, az aranyparok egybevetésébél DE = AD kovetkezik, tehat az is,
hogy az ADE haromszdg szabalyos, és igy hasonlé az ABC haromszdghéz. Ebbol a
hasonl6saghol az oldalak és magassagok aranyara adddik, hogy

| DE )| BC || AS |]] AH |.
Itt H az A pontbdl indulé magassag talppontja, ami egyben a BC ¢l felez6pontja is.

Minthogy az S sulypont harmadolja az AH sllyvonalat, az utolsé arany értéke %

Ez tehat egyben a | DE |:| BC | ardny keresett értéke is.
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2. Jelentse a, b és c egy haromszog oldalainak a hosszat. Bizonyitsd be, hogy
fennall a kovetkezé egyenlétlenség:

a(b—c)? +b(c—a)® +c(a—b)* +4abc > a® +b® +c2.

Megoldas. A bal oldal harmadik és negyedik tagja igy alakithat6 at:

c(a—b)? +4abc =c(a+b)?.
Vonjuk le ezutan a bal oldal egyes tagjaibol a jobb oldal megfeleld tagjat, igy a
kilénbség szorzatta alakithato:

a(b—c)* +b(c—a)’ +c(@a+h)?—a*-b*-c®>0
a((b—c)z—a2)+b((c—a)2—b2)+c((a+b)2—c2)>0
a(b-c-a)(b-c+a)+b(c-a—-b)(c—a+b)+c(a+b-c)(a+b+c)>0
(a+b—c)(ab—ac—a2—bc+ab—b2+ac+bc+c2)>0
(a+b—c)(c2—(a—b)2)>0

(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c)>0
Itt mind a harom tényezé pozitiv, mivel egy haromszdg két oldalanak &sszege
nagyobb a harmadiknal. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

3. Egy sakktiabla minden mezejére kockat helyeztiink. Ezek lapjai a mezdokkel
egybevagoak. Minden kockéanak van fekete lapja. Azt akarjuk elérni, hogy folul
csak fekete lapok legyenek. Bizonyitsd be, hogy ezt el lehet érni, ha kockéat csak
ugy mozgathatunk el, hogy teljes soraval vagy oszlopaval elforgatjuk annak
hossztengelye kortl!

Megoldas. Ha egy kockéanak tébb fekete lapja van, akkor valasszunk ki kozilik
egyet, és a tobbit gondoljuk mas szintinek.

Azt hasznaljuk fel, hogy egy tengely koriil forgatva az arra merdleges lapok nem
véltoztatjak helyiiket (csak kozéppontjuk koriil forognak). gy elérhetjiik célunkat,
hogy ha el6szor egyenként minden sor kockainak felsé lapjat feketévé tessziik ugy,
hogy ekdzben attol a sortdl kiillonbozd sort nem mozgatunk ezutan elforditjuk a sort
valamelyik iranyba 90°-kal, hogy ezek a fekete lapok a tovabbi sorok alakitasanal
helyben maradjanak. Végiil a sorok megfeleld iranya 90°-0s elforgatasaval a fekete
lapokat felulre hozzuk.

Kittizott részfeladatunk megoldasara valasszunk ki egy sort. Azoknak a kockaknak az
oszlopat, amelyeknek az alsé vagy a felsé lapja fekete, forditsuk el valamelyik
iranyba 90°-kal, majd a kiszemelt sort forditsuk el 90°-kal. Ekkor a sor egyetlen
kockéjanak sem lesz az els6 vagy hatso lapja fekete. Most feketéve tessziik a sor felsd
lapjait, azoknak a kockadknak az oszlopat, amelyeknek a fekete lap oldallapja,
alkalmas iranyba 90°-kal forgatva, azokét pedig amelyeknek alul van a fekete lapja,
180°-kal. Mivel ekdzben csak a kiszemelt sort forgattuk (egyszer), ezzel megoldottuk
részfeladatunkat, s igy a kittizott feladatot is.

4. Bizonyitsd be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az x*+4*=p
egyenletnek nincs egész megoldésa!
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Megoldas. Csak pozitiv egész x értékek jonnek tekintetbe, mert negativokra a
K = x* +4* kifejezés nem is egész, O-ra pedig 1. Pozitiv paros x -ekre K oszthat 4-
gyel, tehat 0sszetett. Ha x pozitiv paratlan szam, akkor 2y +1 alakban irva

x—1

4% = 4.4% :4-(2y)4, majd 2¥ =22 =z
helyettesitéssel kifejezésiink igy alakithato:
K =x*+4z% =x* +4z7% + 4x%2% - 4x°7% = (x2 + 222)2 —(2xz)2 =
:(x2 +22° +2xz)(x2 +22° —2xz) = ((x+ 7)" + 22)((x—z)2 + 22).
Itt az els6 tényez6 mindig nagyobb, mint 1, mert mindegyik tagja legalabb 1. A méaso-
dik tényezd pedig csak akkor lehet 1, ha x =z =1. Mivel x=2y+1és z=27, igy ez

akkor kovetkezik be, ha x=1 és y=0. Ekkor x*+4* =5, p azonban 5-nél nem
nagyobb. Igy a feladatban szereplé egyenletnek valoban nincs egész megoldésa.

5. Bizonyitsd be, hogy az A A A, ... A, szabalyos tizenkétszdogben
1 1 4

AAE [AAE [AAFR

Megoldas. Jeloljuk a szabalyos tizenkétszog koré irt korének kozéppontjat O -val,

sugara pedig legyen R. Legyen |AA|=a, |AA|=b és |AA|=Cc. Most a
bizonyitands llitas igy alakul i2+bi2 -4
a C

Mivel az AjA; iv éppen kétszerese az A /A, ivnek, ezért az AjA; ivhez tartozo keri-
leti sz0g egyenld az A A, ivhez tartozo kdzepponti szoggel, azaz A;A AL = AOA,Z .
Ebbol kovetkezik, hogy az AOA, és az AjAA; egyenld szar haromszogek
hasonlok. A hasonlosag miatt és mivel A;A; = AA; =c, ezért felirhatjuk a kovetkezo
aranypart: E:L, azaz E:9. Az
a | Ahgl a ¢
AAA;, haromsz0g Thalész tétele miatt

nyilvan derékszogli, igy a Pitagorasz tételt
alkalmazva kapjuk, hogy

(2R)? =b%+| ALA, P=Db% +a?, hiszen
| AJA, |5 AA, |=a. Innen 2R =+/a” +b? .

A kapott egyenldséget behelyettesitve az
elobb kapott ardnyparba kapjuk, hogy

JaZ+b?> b a’+h? b?
————=—,azaz
2a C

———=—-, vagyis
12 Y
2 R
a“+b 4 v, ,
W = c_2 A kapott egyenldség bal oldalat
felbontva 6sszegre adddik
b2 &’

- 4+ % _4 innen pedig i+i _4 ami a bizonyitando allitas
a2b2 a2b2 C2 ! a2 b2 C2 ! ’
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12. évfolyam

1. Bizonyitsd be, hogy ha n természetes szam, akkor (5+«/2_6)n tizedestort

alakjaban a tizedesvesszot kovetd elsé6 n szamjegy egyenlé!

Megoldas. Ha az (5+«/2_6)n kifejezést tagokra bontjuk, akkor azok a tagok,
amelyeknél a +/26 paros hatvanyon szerepel, egész szamot adnak, amelyekben /26
kitevéje paratlan, /26 egész szamszorosat adja, tehat (5+«/2_6 )n —a, +h 26, azaz
a, és b, pozitiv egyutthatok.

Ha az (5—\/% )n kifejezést tagokra bontjuk, akkor az elébbiekhez képest annyi a

valtozas, hogy azok a tagok, amelyeknél a ~/26 paratlan hatvanyon szerepel, azok
negativak lesznek, tehat (5—\/2_6 )n —a —b,/26.

Eszerint (5+\/2_6)n —a +b 26 =2a, —(an —bn\/%) =2a, —(5—\/2_6)n.
A kivonandé alapja negativ és 5,12 = 26,01 folytan 0<~/26 —5<0,1 all fenn.
Ezek szerint (5+«/2_6)n paros kitevére kisebb, de 0,1"-nél nem kevesebb, egy paros

egésznél, tehat a tizedesvessz6 el6tt paratlan szam all, utana pedig az els6 n szamjegy
9-es; paratlan n esetén viszont a 0,1"-nél kevesebbel halad meg egy paros egész

szamot, tehat a tizedesvesszO el6tt paros egész szam all, utana pedig n darab O
kovetkezik.

2. Egy konyvtar ki- és bejaratanal egy-egy tabla all. Minden be-, illetve kilépének
fel kell irnia a megfeleléo tabliara, hogy hany embert talalt, illetve hagyott a
konyvtarban. Bizonyitsd be, hogy egy teljes nap soran ugyanazok a szamok
kerilnek a két tablara, legfeljebb mas sorrendben (feltessziik, hogy egyszerre
csak egy ember érkezik vagy tavozik).

Megoldas. Ha valaki bemegy a kdnyvtarba, akkor ezutan ket olyan dolog torténhet
meg, amely a feladat szempontjabol l1ényeges. Vagy eszébe jut, hogy otthon hagyta az
olvasojegyét és tavozik, miel6tt egy masik ember bejonne — ekkor nyilvanvald, hogy
ugyanannyi embert hagy ott, mint amennyit talalt —, vagy ottmarad, és ez esetben Gjak
érkeznek utana, az olvasdk szdma nd a polcok kozott.

A masodik esetet vizsgaljuk meg kozelebbrdl. Miutan az egyes személyek nincsenek
Kitlintetve, teljesen mindegy, hogy adott pillanatban ki Iép be vagy ki hagyja el a
termet, ezért megallapodhatunk abban, hogy mindig az menjen el, aki utoljara bejott.
Valasszunk ki egy olvasot, legyen 6 A. Amikor A bejon, felirja, hogy n szamu
embert talalt az olvasoteremben. Ezutan lell, kdzben jonnek-mennek a tobbiek.
Tegylk fel, hogy k szamul olvasé érkezett még. Egyszercsak A felall és elindul az
ajto felé. Ekkor 6t megkérjiikk, hogy maradjon még, helyette pedig elkildjiuk azt, aki
legutoljara jott be, akinek a szdma a belépd tabla legaljan van, n+k. A feladat
szempontjabol teljesen mindegy, hogy A ottmarad, hiszen egy f6 elment helyette. Ez
pedig Ugy tortént, hogy minden tavoz6 ugyanazt a szamot irta a tavozasi tablara, mint
a masikra, amikor bejott. Ha egy id6 mulva senki sem jon tobbé olvasni, akkor
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kiengedjiik az eddig benn levoket érkezésiik forditott sorrendjében. Igy sor keriil A-ra
is, majd tobbi tarsara, mig végiil senki sem marad benn. Igy tehat minden olvaséhoz
egyértelmiien hozzarendeltiink egy szampart. Miutan a feladat szempontjabdl
Iényeges valtozast nem tettlink, ugyanazt az eredményt kell kapnunk, mint egyébként,
vagyis a két tablan ugyanazok a szamok szerepelnek, csak mas sorrendben.

3. Milyen n és k természetes szamok esetén alkot szamtani sorozatot a

kovetkezoé harom kifejezés:
n n n
k-1) (k) (k+1)

Megoldas. A feladat kdvetelménye szerint a szomszédos binomidlis egy(tthatéparok
kiilonbsége egyenld kell hogy legyen, vagyis a kiillénbségek kilonbsége 0:

<1> (A

Itt feltessziik, hogy k—1>0 és k+1<n. A harom binomialis egyutthatd akkor és
csak akkor alkot szamtani sorozatot, ha az (1) egyenl6ség teljesiil.
(k+D!(n-k+1)!
n! )
létezik és pozitiv, igy (1) akkor és csakis akkor teljesil, ha
k(k+1)—2(k+)(n—k +1) +(n—k +1)(n—k) =0, azaz n* —4nk +4k? -n—2=0.

Eszerint n=(n—2k)? -2, azaz n egy egész szam abszolit értékénél 2-vel kisebb. Ha

Szorozzuk be (1) mindkét oldalat sal. Ez 1<k<n-1 folytan

u={n-2k|, u pozitiv egész szam, akkor n=u?’-2, ahol u=n-2k vagy
u=2k—n, azaz k -ra a kdvetkezd értéket kapjuk:

n-u u?-u u n+u (u+l
k =k, 5 5 1(2]1vagyk K, 5 (2]1.
Az utolso alakbdl lathatd, hogy k -ra egész értéket kapunk.
Itt u>2 kell hogy teljesiiljon, hogy n pozitiv egésznek adddjék. Az u=2-hdz
tartozo két k értékre azonban 1<k <n-1 els6, illetve masodik egyenl6tlensége nem
teljesal.
Ha u >3, akkor

u —
ko=| |-1>1¢s k ="""<n,
2 2

Mivel pedig k +k, =n és k <k,, igy mindkét k érték kielégiti az 1<k<n-1
egyenl6tlenséget.

A feladat kovetelményei teljesiilésének sziikséges €s elégséges feltételebdl indultunk
Ki és ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy azok az n, k szamparok felelnek meg,
amelyeknél valamilyen 2-nél nagyobb u egésszel

2 , u u+1l
n=u--28és k= —1vagy k = -1.

4. Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, ahol az oldalak hossza rendre

1l = 1 Bizonyitsd be, hogy van olyan négyzet, amelyben mindezek a

‘2’3" 'n
négyzetek atfedés nélkiil elhelyezhetok, és keresd meg a legkisebb ilyen
négyzetet!
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Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy négyzeteink elhelyezheték egy 1,5
oldalhosszlsagu négyzetben, azutan bebizonyitjuk, hogy kisebb oldali négyzetben
mar az 1 és 0,5 oldalhossziisagu négyzet sem helyezhet6 el atfedés nélkiil.

a) Az dsszes négyzet elhelyezhetd egy 1,5 oldalhosszusdgi négyzetben.

Helyezzik az 1 oldali négyzet mellé az % oldalut és folé az % oldalat, majd az

el6bbi folé az % % % és % oldalat, a tovabbiakban pedig minden négyzetre a fele

akkora oldalut és a ra kovetkezot.

Az utobbi kettd nyilvan nem nyulik tal az alattuk levd négyzeten, és

1+1+1+1<4.£:1
4 5 6 7 4

folytan az els6 négy négyzet sem az 1 oldali négyzeten.
Az % oldald négyzet (k=4,5,6,7) és a rahelyezettek felfelé nem nydlnak
magasabbra, mint
1 1 1 1 2 1
—+—+—F+—+-=—<
, k 2k 4k 8k k 2
Igy négyzeteink valoban elhelyezhetok egy 1,5 oldalhossziisdgl négyzetben.

b) Az 1 és a 0,5 oldalhosszUsagu négyzet nem helyezhets el dtfedés nélkiil 1,5-nél
kisebb oldald négyzetben.

;
9
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Helyezkedjék el az 1 oldald N, és az % oldali N, négyzet egy N négyzetben ugy,

hogy ne legyen kozos belsé pontjuk. Ekkor van olyan e egyenes, amelynek N, és
N, ellenkez6 oldalan fekszik. Ha e parhuzamos N valamelyik oldalaval, akkor két

téglalapra bontja azt, és mindegyiknek az e-re mer6leges oldala legalabb akkora,
mint a savban fekv6 négyzet oldala. Ez esetben tehat N oldala legalabb akkora, mint
N, és N, oldalanak 6sszege.

Ha e metszi N mindegyik oldalegyenesét, akkor vegyik mindkét oldalan N -nek a
téle legtavolabbi C,, illetve C, cslcsat. A C,-en, illetve C,-n atmend
oldalegyenesek e-vel egy-egy H,, illetve H, derékszogli haromszoget alkotnak.
Ezek egyike N;-et, masika N,-t
tartalmazza.  Allitisunk  bizonyitasara
elegend6  felhasznidlni a  kovetkezd "
segédtételt: Egy derékszogli  haromszog
tartalmazta négyzetek koézil az a
legnagyobb, amelyiknek két oldala a
haromszég befogdin nyugszik, egy cslcsa
pedig az atfogdn van.

Valbban, ha ez igaz, akkor a H,-ben és H, -

ben elhelyezheté legnagyobb négyzetek
atléja N -nek a C,C, atldjara esik, és mivel
a négyzetek nem fedhetik &t egymast, igy
atloik osszege N  atlojat, oldalhosszaik
Osszege tehat N oldalat adja, vagyis igaz a
bizonyitando allitas is.

5. Az ABC haromszdg B és C csucsain atmené kor az AB oldalt D pontban, az
AC oldalt pedig E pontban metszi. A haromszég AF sulyvonala DE -t G
pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy ekkor

|GD| |ACF

IGE| |AB]
Megoldas. A DGA, illetve az EGA haromszogek terlleteinek aranya egyenlé a GD ,
illetve a GE szakaszok ardnyéval, hiszen e haromszdgek GD, illetve GE oldalakhoz
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tartozo magassagvonalai egyenlék. Legyen BAF/ =¢ és FACZ =y . Felhasznalva a
haromszdg trigonometrikus terlletképletét, felirhatjuk, hogy

|IDG| Tpoea | AD|-|AG|-sing

|GE| Teea |AE[-|AG|-siny
Mivel F az ABC haromszdg BC oldalanak felez6pontja, ezért

TBFA = TFCA ,
azaz
| AB|-|AF |-sing |AC|-| AF|-siny
2 B 2 ’
ahonnan
sinp | AC|
siny | AB|’

A kapott eredményt felhasznalva adddik, hogy
|IDG| _|AD| |AC|
IGE| |AE| |AB|’
Legyen ABCZ=pf és ACBZ=y. A BCED négyszdg hlrnégyszog, ezért
DEC~/ =180°- 3, azaz DEAZ=3.

Hasonl6képpen kaphatjuk meg, hogy
ADE/ =y,

igy az ADE haromszdg hasonlé az ACB haromszogh6z, amibdl kovetkezik, hogy
2
[AD]_IAC] e 1GDI_IACE
| AE| | AB| |GE| |AB|
és éppen ezt akartuk belatni.
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A lll. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

9. évfolyam

1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgrad, 1. dij

2. Homolya Miklés, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
3. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I1. dij

4. Boddcsi Endre, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
5. Balog Daniel, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

6. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
7. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
8. Kovécs Ildikd, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. Girizd Lorénd, Zentai Gimnazium, Zenta, 111. dij

10. Sinka Monika, Zentai Gimnazium, Zenta, I11. dij

10. évfolyam

1. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

2. Gombar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
3. Kalmar Gergely, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
4. Juhasz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

11. évfolyam

1. Féstis Attila, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij

2. Takacs Arpad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

3. Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
4. Varga David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

5. Kalozi Miklos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

6. Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

7. Séti Attila, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
8. Borbés Imre, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
9. D6me Zsolt, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
10. Somogyi Huba, Miiszaki K6zépiskola, Szabadka, 1. dij

12. évfolyam

1. S6ti Valentin, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij
2. Hollé Déra, Dositej Obradovi¢ Gimnéazium, Topolya, I11. dij
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

Eléado: Boros Istvan, magiszter
Eléadas cime: Domindk, tetramindk

A Versenybizottsag értékeli a versenyzok kidolgozasait: Csikds Pajor Gizella,
Rozsnyik Andrea, Mikl6s Gyongyi, Zolnai Irén.
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

9. évfolyam

1. Csaba, Andrés, Béla felesége — nem feltétleniil azonos sorrendben — Edit,
Margit, Katalin. E hat személy életkoranak 0sszege 153 év. Mindegyik férj 7
évvel idosebb a feleségénél. Andras 3 évvel idésebb mint Katalin. Margit és
Andras egyutt 48 éves. Béla és Margit életkoranak 0sszege 52 év. Hatarozd meg e
hat személy életkorat, ha azok mindegyike — években szdmolva — egész szam.

2. Az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamrol tudjuk, hogy

abc+ab+a=219 és a+b+c+d=21.
Melyik ez a négyjegyii szam?

3. Az ABC haromszogben legyen a=|BC|, b= AC| és c=| AB|. Igazold, hogy az
A csucsbol kiindulo t, sulyvonal hosszisagara igaz, hogy

t, :%\/sz +2c*-a%.

4. Mutasd meg, hogy 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 oszthat6 2007-tel!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

10. évfolyam

1. Két kofa 0sszesen 100 tojast adott el. A tojasok darabjat egyikiik mas aron
adta mint a masik, de végll a bevétellik ugyanannyi volt. Az egyik azt mondta a
masiknak: ,,A te tojasaidért én dsszesen 45 petdkot kaptam volna.” Mire a masik
azt felelte: ,,En meg a tieidért 6sszesen 20 petakot.” Ki hany tojast adott el?

2. Hatarozd meg az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamot, ha tudjuk
réla, hogy
cda—abc=297 és a+b+c=23.

3. lgazold, hogy a, b és c pozitiv valés szamok esetén fennall a kovetkezo
egyenlotlenség:
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc.

4. Az 1, =6 sugaru k; korésaz r, =3 sugaru k, kér kiviilrél érintik egymast, az
r=9 sugaru k kort pedig mindketté beliilrdl érinti. A k; és k, korok kozos
érintéegyenese a k kort P és Q pontokban metszi. Hatdrozd meg a |PQ|
tavolsagot!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

11. évfolyam

1. Bontsd tényezéire az n* + 4 kifejezést, majd igazold, hogy
| T IR B T
4 4 4 4 _ 1
(24 +1] (44 +1](64 +1]- --(124 + 1] 313
4 4 4 4

2. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

log, .q (5—\/1+ 2X+ X ) :%.

3. Oldd meg a kovetkezé egyenletet, ha a €s b pozitiv valés szamok:
asinx+b acosx+b

bcosx+a bsinx+a

4. Adott a szabalyos SABC tetraéder. Mekkora szog alatt latszanak az ABC
alapharomszog élei az SO magassag D felezépontjabdl?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2006. december 9.

12. évfolyam

1. Hatarozd meg az
X2 +y?—2x—4y—-4=0és x*+y>-3x+4y=0
korok kozos harjanak hosszusagat!

2. Az R sugara gémb koré irt kipok kozul melyiknek legkisebb a felszine?
Hatarozd meg ezt a felszint!

3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet:

in 1
Si x+6c_osx: / : _1-403.
COS X sin X COS” X

4. Hany olyan szamtani sorozat van, amelynek elemei természetes szdmok és az
elso 37 elem dsszege 1998?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Csaba, Andrés, Béla felesége — nem feltétleniil azonos sorrendben — Edit,
Margit, Katalin. E hat személy életkoranak 0sszege 153 év. Mindegyik férj 7
évvel idésebb a feleségénél. Andras 3 évvel idésebb mint Katalin. Margit és
Andras egyutt 48 éves. Béla és Margit életkoranak 0sszege 52 év. Hatarozd meg e
hat személy életkorat, ha azok mindegyike — években szdmolva — egész szam!

Megoldéas. Ha a férfiak mindegyike 7 évvel id6sebb a feleségénél, akkor a hazasparok
tagjainak egyuttesen paratlan sok éve van, ezért Margit férje csak Csaba lehet,
tovabba a harom férj kordnak 6sszege 87 év, mig feleségeiké 66 év. Adjuk dssze
Margit és Andras, Margit és Béla, valamint Csaba életkorat! A feltételek szerint ez az
0sszeg 48+52+Margit életkora+7 év. Ezek szerint a harom férj és Margit életkoranak
Osszege 107 év. A férjek egyiittes kora 87 év, Margit tehat 20 éves és férje Csaba, 27
éves. Ezek utan méar konnyen nyerjik, hogy Andras 28 éves és felesége Edit, 21 éves,
Béla 32 éves és felesége Katalin, 25 éves.

Ezek az adatok kielégitik a feladatbeli feltételeket.

2. Az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamrol tudjuk, hogy

abc+ab+a=219 és a+b+c+d =21.
Melyik ez a négyjegyii szam?

Megoldas. a=1 lehet csak, mivel a=0-ra a szam nem négyjegyli, a>2 esetén
pedig az elsé egyenldség bal oldala legalabb 222 lenne. Ezek utan b =9, hiszen b <8
esetén elobbi egyenletiink bal oldala legfeljebb 189+18+1= 208 lenne.
Az a=1 és b=9 értékek elsé egyenletiinkbbl a
190+c+19+1=219

egyenletre vezetnek, amelyb6l ¢ =9 és ezzel a masodik egyenletb6l d = 2 adddik.
A keresett négyjegyll szam tehat 1992, mivel

199+19+1=219 és1+9+9+2=21.

3. Az ABC haromszogben legyen a=|BC|, b= AC| és c=| AB|. Igazold, hogy az
A csucsbal kiindulo t, sulyvonal hosszisagara igaz, hogy

t, :%\/sz +2c*-a%.

I.Megoldés. Legyen D a BC oldal felez6pontja, E és F pediga B és C pontok t,

stlyvonal egyenesére vetett meréleges vetiiletei. Tegyuk fel, hogy a pontok sorrendje
A—-E-D-F. A masik esetben (A—F-D-E), illetve az E=D=F elfajuld
esetben is a bizonyitas hasonl6. A BED és CFD haromszdgek egybevagbak. Legyen
| DE || DF |=x és |CF || BE|=y. Az ABE és AFC haromszdgekben:
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(t,—x)*+y>=c® és (t, +x)*+y> =b*.
Osszeadva a fenti két egyenléséget adodik, hogy
2t +2x% +2y* =b? +c?.
A DFC derékszogli haromszogbdl kapjuk, hogy x* +y? = %az , ebbd1 pedig
2
212 +2'a72b2 tc?

kdvetkezik, ami a kivant egyenléséget adja.

I1.Megoldas. Jelolje t, az ABC haromsz6g A csucsabol kiindulé stlyvonalat, h,
pedig az A csucshoz tartoz6 magassagvonalat. Legyen | DE |= x, ahol D a sulyvonal
BC oldalon nyugvo végpontja, E pedig a h, magassag talppontja. A tovabbiakban
tegylk fel, hogy az E ponta C és D pontok kdzé esik. Forditott esetben, ha az E

pont a D és B pontok kozé esik, illetve az E =D elfajulé esetben is a megoldas
menete hasonld.
Az AED derékszdgii haromszogb6l t2 =h’ +x*, az AEB derékszdgli haromszogbdl

2

2
h? =c? —(%— X] ,az AEC derékszdgli haromszogbdl pedig h? =b’ —(%+ X] .

2 2

A masodik ¢és harmadik egyenldéségbdl adodik, hogy Xx= > ¢ , az elsé
a

2
1
egyenldségbdl pedig, hogy t2=c? —(%— X] +x° = Z(sz +2¢% - az) , amibdl

gyOkvonassal jon a kivant egyenldség.

4. Mutasd meg, hogy 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 oszthat6 2007-tel!

Megoldas. Az 1-2-...-1003+1004-1005-...-2006 6sszeg masodik tagjanak tényezdit
felbonthatjuk a kovetkezd modon:

1004 = 2007 —1003,

1005 =2007 -1002,

2006 = 2007 —-1.
A szorzasokat elvégezve a tagok egy részében szerepel 2007, igy ezek Osszege
oszthaté 2007-tel. A maradék pedig a (-1003)-(-1002)-(-1001)-...-(-1) szorzat.
Mivel a szorzatban paratlan sok tényezd szerepel, a szorzat eldjele negativ, értéke
pedig megegyezik az adott Osszeg elsd tagjaban szerepld szorzat értékével, igy az
dsszeguk nulla. Az 6sszeg tehat valdban oszthatd 2007-tel.
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10. évfolyam

1. Két kofa 0sszesen 100 tojast adott el. A tojasok darabjat egyikiik mas aron
adta mint a masik, de végll a bevétellik ugyanannyi volt. Az egyik azt mondta a
masiknak: ,,A te tojasaidért én dsszesen 45 petdkot kaptam volna.” Mire a masik
azt felelte: ,,En meg a tieidért 6sszesen 20 petakot.” Ki hany tojast adott el?

I.Megoldas. Ha az egyik kofa x db tojast darabonként a petakért, a masik pedig
100 - x tojast darabonként b petakért adott, akkor egyrészt ax = (100 — x)b, méasrészt

(100—x)a =45 és xb=20. Szorozzuk 6ssze az utolsd két egyenletet. Ebbsl adddik,
hogy 20(100—x)a=45xb. Ha ezt elosztjuk az elsé egyenlettel, akkor a kdvetkezot
kapjuk:
20(100-x)a  45xb
xa  (100-x)b
A bal, illetve a jobb oldalon all6 tortekben az a, illetve b tényezével egyszeriisitve,
X(100 —x)

majd mindkét oldalt -tel szorozva, a lehetséges egyszerisitések utan a

4(100-x)> =9x*> egyenlethez jutunk. Vegyik észre, hogy mindkét oldalon

négyzetszamok allnak, marpedig két pozitiv szam négyzete akkor és csak akkor
egyenl6é, ha maguk a szamok is egyenlék, azaz 2(100 — x) = 3x, amib6é 200 =5x , tehat

x =40 kell legyen. igy b :% petak és a:% petdk. Ez val6ban megoldas, hiszen ha

az egyik kofa 40 tojast adott el darabonként % petakért, akkor 30 petakot kapott a
tojasaiért, a masik kofa a 60 darab tojasért pedig a 60 felét, tehat 30 petékot, s igy

valéban azonos bevételre tettek szert. Ha a 40 tojast adtdk volna egyenként %

petakért, a 60-at pedig % petakért, agy 20, illetve 45 peték a bevétel.

I1.Megoldas. A két kofa altal eladott tojasok darabszama aranyanak a reciproka
egyenlé az értlik egyenként kért petakok aranyaval, mivel a két kofa bevétele azonos.
Ez azt jelenti, hogy ha a két kofa ,arat cserél”, akkor feltételezett bevételuk arénya,

azaz a 2—2 egyenl6 az altaluk eladott darabszamok aranyanak a negyzetével, hiszen a

bevétel a tojasok szamaranyanak és a darabarak aranyanak a szorzata, &m az ,,arcsere”

2
miatt ez utébbi arany az elébbivel egyenls. Mivel :—g:%:(g] , ezért a kofédk a

tojasokat 3:2 arényban birtokoljak, ami 100 tojasra 60:40 aranyt jelenti, vagyis
egyikuk 60, a masikuk 40 tojassal kofalkodott.
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2. Hatarozd meg az abcd (tizes szamrendszerbeli) négyjegyii szamot, ha tudjuk
réla, hogy

cda—abc =297 és a+b+c=23.
Megoldas. VVégezziik el az alabbi ekvivalens atalakitasokat:

cda—abc = 297
a+b+c=23

100c +10d + a—-100a—-10b —c = 297
a+b+c=23

99(c—a)+10(d —b) =297
a+b+c=23

c-a=3 A b=d
a+b+c=23

b=d A 2a+b=20

a=0 b=20 nem jo
a=1 bh=18 nem jo
a=2 b=16 nem jo
a=3 b=14 nem jo
a=4 b=12 nem jo
a=>5 b=10 nem jo
a==56 b=8 c=9jo
a=7 b=6 nem jo
a=28 b=4 nem jo
a=9 bh=2 nem jo

A keresett szam tehat 6898.

3. lgazold, hogy a, b és c pozitiv valés szamok esetén fennall a kovetkezo
egyenlotlenség:

ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc.
Megoldas. Végezziik el a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat:
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)=
=a’b+ab® +b%c+bc? +a’c+ac’ =
=a(b® —2bc+c?) +b(a® - 2ac +¢?) + c(a® — 2ab + b?) +6abc =
=a(b—c)?+b(a—c)® +c(a—b)? +6abc > 6abc.
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4. Az 1, =6 sugaru k; korésaz r, =3 sugaru k, kér kiviilrél érintik egymast, az
r=9 sugaru k kort pedig mindketté beliilrdl érinti. A k; és k, korok kozos
érintéegyenese a k kort P és Q pontokban metszi. Hatdrozd meg a |PQ|
tavolsagot!

Megoldas. Ha ez a kozos érinté a k; és k, kort egy kdzos érintési pontban metszi,

akkor legyen ez a pont R, a k kor kdzéppontja pedig O. Mivel ORP haromszdg
derékszogl, ezért

|PQ|=2|PR|=2\|OP [ —|OR = 2/9? 32 =272 =12/2..
Ha a k6z0s érinté nem kozos érintési pontban metszi a koroket, akkor legyenek O,
O, és O, rendre a k, k, és k, korok kdzéppontjai, T, T, és T, pedig rendre az O,
O, és O, pontok PQ érintdre vetett merdleges vetiiletei. Az O, pontbol hizott PQ -
val parhuzamos egyenes az N és N, pontokban metszi az OT és O,T, szakaszokat.
Tudjuk, hogy

|ION,;|=3,]00,]=9 és |00, |=6.
Az O,O,N, és OO,N haromszdgek hasonlosagabol kovetkezik, hogy

[ON] _ OO, | , ahonnan | ON |:|01N1|-IOOZI =
|ION, | ]G0, | 10,0, |

Mivel |OT |5ON |+|NT |=5, igy a POT haromszogbél adédik, hogy
|PQ[=2|PT |=2y|OPF —|OT [ = 2/9* 5% =414 .

2.
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11. évfolyam

1. Bontsd tényezéire az n* + 4 kifejezést, majd igazold, hogy

e )
e i) 3

Megoldas. Vegyik észre, hogy
n*+4=n*+4n’+4-4n>=(n*+2)*-(2n)* =

= (n° =2n+2)(n +2n+2) =((n-1)’ +1)((n +1)2 +1).
Végezzik el az alabbi ekvivalens atalakitasokat:

S ) K ) B

2+ 4))( o el
4

(10 +4)--(22" +4) )

) _
)(124 + 4) (244 + 4)

(

(

4
4
F+1)(57+1)(7 +1)- (207 41)(23 +1) o 4

52 +1)(7° +1)(9° +1)---(287 +1)(25° +1) 25°+1 313

2. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

log, .q (5—\/1+ 2X+ X2 ) ==

Megoldas. A logaritmusfliggvény tulajdonsagai alapjan a kikotések
X+8>0 és x+8=1,
azaz x> -8 és x = —7, valamint

5—+1+2X+Xx* =5-|x+1>0,

amelynek megoldasa x € (-6,4).
1.eset: x e (—6,-1)

IogX+8(5—\/1+2x+x2):%, ahonnan Iogx+8(5+x+1):%, azaz 6+ X =+/x+8.

A kapott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve adédik az x*+11x+28=0
masodfok( egyenlet, amelynek megolddsai x=-4 és x=-7, de csak az els6
megoldas van benne a szemlélt értelmezeési tartomanyban.

2.eset: xe(-1,4)

IogX+8(5—\/1+2x+x2):%, ahonnan Iogx+8(5—x—1):%, azaz 4—x=+/x+8.

A kapott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve adddik az x*-9x+8=0
masodfokl egyenlet, amelynek megoldasai x =1 és x =8, de csak az elsé megoldas
van benne a szemlelt értelmezési tartoméanyban.

Az eredeti logaritmusos egyenlet megoldasai tehat x =—4 és x=1.
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3. Oldd meg a kovetkezo egyenletet, ha a €s b pozitiv valés szamok:
asinx+b acosx+b

bcosx+a bsinx+a

Megoldas. A nevez6 nem lehet nulla, tehat a kikotések bcosx+a=0 és
bsinx+a#0. A fenti egyenletb6l adodik, hogy
(asinx+Db)(bsinx+a)=(acosx+b)(bcosx+a),
ebbdl pedig némi rendezés utan adodik, hogy
(sin x—cos x)(a” +b?* +ab(sin x+cos x)) =0.

Ha sin x—cos x =0, akkor x:%+kn, keZ.Mivel

a’+b* +ab(sin x+cosx) > a’ +b*—2ab = (a-h)* >0,
igy a+b®+ab(sin x+cosx) # 0, tehat ennek az egyenletnek nincs megoldasa.

Az eredeti egyenlet megoldasa csupan x :%+ kzr,keZ.

4. Adott a szabalyos SABC tetraéder. Mekkora szog alatt latszanak az ABC
alaphdromszog élei az SO magassag D felezépontjabol?

I.Megoldas. Legyen AM sulyvonal és legyen az O pont az ABC alapharomszdg
stlypontja, az N pont pedig az AO szakasz felezGpontja. Ekkor DONA = DOM A
(hiszen | NO |xY MO |, az OD oldal kéz0s, az O pontnal levé szog pedig derékszog),
ahonnan kdvetkezik, hogy | DN |z DM |. A DN szakasz az ASOA kozépvonala.
Ebbdl kévetkezik, hogy

IDNI_|SA|

tehat | DM |_|SA|——| l,
2 2
vagyis a DM szakasz a BCDA sulyvonala, M a kérdlirt kérének kozéppontja,

amelyb6l BDCZ =90° adodik. A tobbi alapélre az allitas hasonléan kdvetkezik.
I1.Megoldas. Az OBDA = OCDA, igy |BD | CD|, azaz a BCDA egyenl6 szaru.

Mivel |OB |= ;/5 ahol a-val jeloljik a tetraéder élét és |OD |= I; —%-\E, ezért

2 2 2

IBD[=|OB} +|oDP=2 +& -2
3 6 2
ax/_ , e A
Innen |BD|=——=|CD|, ezért a BCDA egyenld szart és derékszogl, azaz

BCDZ =90°.
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12. évfolyam

1. Hatarozd meg az
X2 +y?—2x—4y—-4=0és x*+y>-3x+4y=0
korok kozos harjanak hosszusagat!

Megoldas. Kivonva egymasbdl a két koregyenletet kapjuk az x—-8y—-4=0, azaz
x=8y+4 egyenletet, amelyet behelyettesitve a masodik kdregyenletbe kapjuk a

65y® +44y + 4 =0 masodfokd egyenletet. Ennek megoldasai

-22-414 —22 +4+14
Y= S Vo
65 65
oy L 4-32v14 4+ 3214
A masik ismeretlen megfelel6 értékei pedig X, = % es X, = %

A metszéspontok koordinatai tehat

A(84—32\/1_4 —22—4\/1_4] s B(s4+32ﬂ —22+4J1_4]
) 5 5 ) )

65 6 6 65

14
a kozottiik levo tavolsag pedig | AB|=8, |—.

65

2. Az R sugara goémb koré irt kipok kozil melyiknek legkisebb a felszine?
Hatarozd meg ezt a felszint!

Megoldas. Jeldlje r a goémb koré irt kap alapkorének sugarat s pedig a kip alkotéjat.
R+r?
—

Mivel R:(H—-R)=r:s, ezért sSR=rH —rR, ahonnan S:rHF;rR.

Mivel R:(s—r)=r:H,ezért HR =rs—r?, ahonnan s =

2 2
¢ ARFT_TH TR ahonnan HR? + 1R =r?H —r°R, illetve H = fr R2 .
r R r—R
Kiszamitva a kup felszinét kapjuk, hogy

4p?2
F:rﬂ(r+S):rﬂ(r+\/r2+Hz):rﬂ[r+\/r2+—4rR ]:

(r2 _ R2)2

r*—2rR?+R* +4r2R? | r2+R?Y
=rm|{r+r > -5 =rm| 1+ > > =
(r'=R%) r-—R
) r+R*) , r’-R*+r’+R* 2r'z
=rm 1+r2—R2 =rm 7R :rz—Rzl
A kapott fuggvény derivaltja:
s\ 8riz(r?—R%*)-2rz-2r (5 _ 213R?
F’(r):( 22r 71'2]_ ( ) 2 =4r- 2"
R ("R (7R

Ekko
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Most F'(r)=0 akkor és csakis akkor, ha
r3(r2 —2R2) =0. Egy szorzat akkor nulla, ha

valamelyik tényezdje nulla, vagyis ebben az

esetben r=0 vagy r=R+2. Mivel a 0
alapsugart kip nem lehet megoldés, igy a

megoldas r = R+/2, és

4
= (Rﬁ):%:%%, mivel

r’ —3r*R*+6r°R*
: és
()

F'(Rv2)=47-8R° > 0.

F'(r)y=4n-

3. Oldd meg a kiovetkezé egyenletet:

in 1
Si x+6cgsx: / : _1-403.
COS X sin X COS” X

Megoldas. Alakitsuk at a gyok alatti mennyiséget:
1 1-cos®*x sin®x

vt 29 o2
COS” X COS“ X  COS“ X
A fenti egyenlet ekvivalens alakja: tg x +6ctg x =| tg x| —43.

=1tg°x>0.

Ha tgx>0, akkor ctgx= —¥ <0, amelyb6l tgx<O0 kovetkezik. Mivel ez

ellentmondast jelent, igy ez az eset nem lehetséges.
Ha tg x <0, akkor
2tg x + 6¢tg X+4+/3=0,

tg® X +2+/3tg X +3=0,
(tg x+\/§)2 =0,

tg X = —/3, ahonnan x:%r+ kz, keZ

4. Hany olyan szamtani sorozat van, amelynek elemei természetes szdmok és az
elso 37 elem osszege 1998?

Megoldéas. Legyenek a;,a,,a,,... a szamtani sorozat elemei, d pedig a szamtani

sorozat differencija. A feltételek alapjan a sorozat elemei pozitivak.
Legyen a4 = X. Ekkor

(x-18d)+(x-17d)+---+(x—=d) +x+(x+d) +---+(x+18d) =1998,
amelybdl X =a,y =54. EbbOl meghatarozhato, hogy
a, =x-18d =54-18d =18(3—-d).
3—d >0 miatt csak d =1 vagy d =2 lehetséges.
Ha d =1, akkor a, =36 és a, =n+35. Ha d =2, akkor a, =18 és a, =2n+16.
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A IV. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

DIJAZOTTJAI
9. évfolyam
1. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Rakita Marko, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 1. dij
3. Ago Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I1. dij
4. Kovacsics Tobias, Miszaki Kozépiskola, Becse, 1. dij
5. Dragoljevi¢ Milan, Jovan Jovanovié Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
6. Kerekes Emese, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret
7. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
8. Guzsvany Szandra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
10. évfolyam
1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgréad, 1. dij
2. Boddcsi Endre, Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
3. Bosanac Bojan, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
4. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij
5. Kovécs Ildikd, Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
6. Draskovi¢ Stefan, Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, 111. dij
7. Kasza Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret
8. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
9. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
10. Roka Géspar, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. évfolyam
1. Homolya Mikl6s, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
3. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 11. dij

4.
5.
6.

Erés David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvigiék, 1. dij
Joki¢ Milos, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, dicséret
Juhédsz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

12. évfolyam

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Stojanov Marica, Jovan Jovanovi¢ Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
Csizmadia Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
Lakatos Zoltan, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

Féstis Attila, Jovan Jovanovié Zmaj Gimnazium, Ujvidék, dicséret

Ddéme Zsolt, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
Takacs Arpéad, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, dicséret
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AZ V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

El6ado: dr. Takacs Marta
Eléadas cime: Fuzzy logika

Eredményhirdetésre varva. A képen Zolnai Irén, Szab6 Magdolna és a versenyzok.

72



V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

9. évfolyam

1. Két hézaspar érkezik egy folyéhoz. Az éatkeléshez olyan csonak all
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
feéltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkul sem a
folyoparton, sem atkelés kdzben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a négy
személy tud evezni?

2. Hatarozd meg az x és y szamjegyeket Ugy, hogy az 1984xy szam oszthatd
legyen 72-vel!

3. Mennyivel egyenlé az n természetes szam, ha n+S(n)=1998, ahol S(n)
jelenti az n szamjegyeinek 6sszegét?

4. Az ABCD téglalap B csucsabdl huzott szogfelezé és a B csucsbol induld atlo
15°-0s szOget zar be, a B cstcsbol huzott szogfelez6 az AC atlét P pontban, a
CD oldalt pedig E pontban metszi. Jelolje O az ABCD téglalap atldinak
metszéspontjat. Igazold, hogy a COE és PEO haromszogek egyenlé szaruak!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

10. évfolyam

1. Harom hazaspar érkezik egy folydhoz. Az atkeléshez olyan csonak Aall
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két szemeély részére van hely. A férjek
feéltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkul sem a
folyoparton, sem atkelés kozben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a hat személy
tud evezni?

2. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet:

J2X—242%—1 +/2x +3— 42x-1 =3.

3. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan:
x* +26x+69=5".

4. Egy kor atmérdje az AB szakasz. A kdrbe olyan AC és BD huarokat hizunk,
amelyek a kor belsejében egy P pontban metszik egymast. Igazold, hogy

| AC|-|AP|+|BD|-|BP|< ABJ>.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

11. évfolyam

1. 24 liter bor van egy 24 literes edényben. Oszd harom egyenlé részre ezt a
mennyiséget, ha a huszonnégyliteres edényen Kivil van még egy 5, egy 11 és egy
13 literes ures edény!

2. Oldd meg a val6s szamharmasok halmazan a kivetkezo egyenletrendszert:

2 2 2
{5 et {3
2 2 2

3. Bizonyitsd be, hogy ha n>5 és n 2-vel oszthat6, de néggyel nem oszthato
természetes szam, akkor n> —20n® +64n oszthatd 3840-nel!

4. A négyzet alaku kert oldala 12 méter és 8 méter atmérdji henger alaka godrot
astak benne. A kiasott foldet egyenletesen lehengerelték. Hany méter mélyre kell
asni, hogy a goédor a lehengerelés utan 3 méter mély legyen?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2007. december 15.

12. évfolyam

1. n sakkjatékos kulonleges rendszerii versenyt vivott. Barmely jatékos
barmelyik tarsaval legfeljebb egyszer jatszott, dontetlen mérkoézés nem volt (ha
kellett, sorsolassal dontottek arrol, hogy ki gyozott, ki vesztett). A versenyvezeto
megallapitotta, hogy barmely két jatékoshoz talalhaté egy harmadik, aki
mindkettot legyozte. Legalabb hany résztvevds volt a verseny?

2. 0ldd meg a ,/log, 31_ X <1 egyenlotlenséget!
—X

3. Ha minden valés x és y val6s szamra igaz, hogy

FOcy)=1(x)-F(y) és f(x+y)=f(x)+ f(y)+2xy,
akkor hatarozd meg az f(x) fuggvényt!

4. Egy haromszog oldalai 13cm, 14cm és 15cm. Mekkora a tavolsag a
haromszog sulypontja és a koreé irt kor kézéppontja kozott?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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AZ V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. Két hézaspar érkezik egy folyéhoz. Az éatkeléshez olyan csonak all
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
féltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkil sem a
folyoparton, sem atkelés kdzben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a négy
személy tud evezni?

Megoldas. Jelélje F, N, az elsé, F,, N, a masodik hazaspart, férj-nej sorrendben.
Az egyik lehetséges megoldas:

Egyik oldal Masik oldal
l. Alaphelyzet F.N,, F, N, -
Il. | N, és N, atevez F, F Ny, Ny
1. | N, visszatér R R N N,
IV. | F, és F, tevez N, F. R, N,
V. | N, visszatér Ni, N, F., R
VL. | N, és N, étevez, az atkelés megtortént F.N;, F,, N,

2. Hatarozd meg az x és y szamjegyeket Ugy, hogy az 1984xy szam oszthatd
legyen 72-vel!

Megoldas. 1984xy oszthatd 72-vel, ha oszthatd 8-cal és 9-cel. Ahhoz hogy a szam

oszthat6 legyen 9-cel, szamjegyeinek 0sszege is oszthatd kell legyen 9-cel. Mivel
1+9+8+4=18+4, az x €és y szdmjegyekre igaz lesz, hogy x+y=5 vagy

X+ Yy =14. Mivel
1984xy =198400+10x + y =8-24800 + 8x + 2X + Y,
ezért a 8|(2x +y) feltételnek igaznak kell lennie.

l.eset: Legyen x+y=5. Ekkor 2x+y=X+X+y=x+5, amib6l az kovetkezik,
hogy a 8|(x+5) feltételnek kell teljesiilnie, amelynek egyetlen megoldasa
X=3 y=2.

2.eset: Legyen x+y=14. Ekkor 2x+y=x+14=x+6+8, amibdl az kovetkezik,
hogy a 8 |(X +6) feltételnek kell teljesiilnie, amibdl x=2, y=12 megoldas

kdvetkeik, de ez lehetetlen, mivel x és y szamjegyek, tehat egyik sem lehet 12.
A keresett megoldas tehat egyedillaz x=3, y=2.
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3. Mennyivel egyenlé az n természetes szam, ha n+S(n)=1998, ahol S(n)
jelenti az n szdmjegyeinek 0sszegét?

Megoldas. n <1998, igy S(n)<1+9+9+8=27. Ezért n>1998 - 27 =1971. Ekkor
S(nN)>1+9+7+1=18, igy n<1980. Tehat 1971<n <1980. Mivel n és S(n) 9-cel
osztva ugyanazt a maradékot adja és 1998 oszthatd 9-cel, ezért n is oszthatd 9-cel.
Tehat n csak 1971 vagy 1980 lehet. Ellen6rzés:
1971+1+9+7+1=1989 nem jo,
1980+1+9+8=1998 jo.
Tehat n=1980 az egyetlen megoldas.

4. Az ABCD téglalap B csucsabdl huzott szogfelezé és a B csucsbol induld atlo
15°-0s szOget zar be, a B csUcsbol huzott szogfelez6 az AC atlét P pontban, a
CD oldalt pedig E pontban metszi. Jelolje O az ABCD téglalap atléinak
metszéspontjat. Igazold, hogy a COE és PEO haromszogek egyenlé szaruak!

Megoldas. C cstcshdl korivet htizunk az O ponton keresztll. Az EB hirhoz tartozo
kdzépponti sz6g 90°-0s, ezért a kdr B ponton keresztiil huzptt érintéje a hdrral 45°-
0s szOget zér be, vagyis EBAZ =45°. Ekkor a feladat feltételéb6l kovetkezik, hogy
DBAZ =30° és CBDZ =60°.

L B2 &

A BOC haromszog egyenld oldala (egyenld szara | BO |< CO| és van 60°-0s szbge),
a BCE haromszog egyenlé szari derékszogii (ECBZ derékszogli és egyik
hegyesszdge 45°), tehat |CE|H BC | BO|=CO|. Ebbdl kovetkezik, hogy COE
haromszog egyenld szaru, azaz COE/ =CEOZ = 75°.

Mivel EPO. = BPC ./ =180°—60°—45° =75°, igy OPE./ = EOP/ = 75°, vagyis az
PEQO haromszdg is egyenld szara.
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10. évfolyam

1. Harom hazaspar érkezik egy folydhoz. Az atkeléshez olyan csonak Aall
rendelkezésre, amelyben legfeljebb két személy részére van hely. A férjek
féltékenyek, feleség nem maradhat férfitarsasagban a férje jelenléte nélkil sem a
folyoparton, sem atkelés kozben. Megoldhaté-e az atkelés, ha mind a hat személy
tud evezni?

Megoldas. Jelolje F, N, azelsd, F,, N, a masodik, F;, N5 a harmadik hazaspart,
férj-nej sorrendben. Ekkor a feladat megoldhato: N; és N, atevez, N, visszatér, N,
és N, atevez, N, visszater, F,, F; atevez, F,, N, visszatér, F, F, atevez, N,
visszatér, N, és N, atevez, N, visszatér, N, és N, atevez.

2. Oldd meg a kivetkez6 egyenletet:

J2X—242%—1 +/2x +3—42x-1 =3.

Megoldas. A feladat csak 2x—1>0 esetén értelmezett, azaz x > % esetén. Az
egyenlet atalakithato a kovetkezé ekvivalens formara:
V2X—22x —1 +4/2x+3—-42x -1 =3
V2x—1-2y2x —L1+1++/2x—1-4J2x—1+4 =3
VW2x=1-1f +[/ox-1-2f -3
‘m—]h‘M—Z‘ =3

Vezessik be a t =+/2x—1 helyettesitést. Mivel a gyok mindig nemnegativ, ezért
t >0 érvenyes. Most az egyenletlink:
[t=1+|t-2=3.

1-t, 0<t<l i 2—-1, 0<t<?2
|t—]1:{ és |t—2|:{
t-1, t=>1 t-2, t=2

felirhat6, ezért harom eset lehetséges:

Mivel

1. Ha 0<t<1, akkor 1-t+2-t=3, azaz t=0. Visszahelyettesités utan adodik,
hogy v2x-1=0, azaz 2x-1=0, ahonnan a megoldas x :%.

2. Ha1<t<2,akkor t—1+2-t =3, ahonnan 1= 3 kovetkezik, azaz nincs megoldas.

3. Ha 2<t, akkor t—1+t—-2=3 adddik, ahonnan t=3. Visszahelyettesités utan
kapjuk a v2x-1=3, illetve 2x—-1=9 egyenletet, amelynek megoldasa x =5.

A keresett megoldasok tehat x :% és x=5.
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3. Oldd meg a kivetkezo egyenletet az egész szamok halmazan:
x* +26x+69=5".

Megoldas. Az egyenletet atrendezve adodik x*+26x+69-5Y =0, aminek
megoldasa X, =-13++v13° -69+5’ =-13++100+5". Mivel 100+5" pozitiv
négyzetszam, legyen ez a?, vagyis 100+ 5’ = a®. Ebbél adodik, hogy

5Y =a?-100 = (a—10)(a +10).
Mivel 5Y -nak csak az 5 hatvanyai lehetnek tényezdi, legyen a+10=5", a-10=5",
ahol u+v=y. Most a=5"-10 és a=5"+10, ahonnan 5" -10=5"+10, illetve

5 -5 =20, azaz 5(5""" —-1) =5-4 kovetkezik. Ez csak akkor allhat fenn, ha v =1,
u-v=1,tehat u=2, y=u+v=3.Ebbdl %, =-13++100+125 =-13+15.
Igy a megoldas x, =2, x,=-28, y; =y, =3.

4. Egy kor atmérdje az AB szakasz. A kdrbe olyan AC és BD huarokat hizunk,
amelyek a kor belsejében egy P pontban metszik egymast. Igazold, hogy

| AC|-|AP|+|BD|-|BP|< ABJ>.

Megoldéas. Legyen az E ponta P pont AB szakaszra es6 mer6leges vetiilete. Ekkor
az APE és ABC haromszdgek hasonl6sagahbol (derékszogiiek és van kdzos szogik

T . . . , A AB .
az A csucsnal) kovetkezik az oldalaik aranyossaga: %:ﬁ hasonléan a PEB
és BAD haromszogek hasonldsagabdl (derékszogiiek és van kozos szogik a B
T . . . EB PB

csucsnél) kovetkezik az oldalaik aranyossaga: IEBI_ u

|DB| |AB|
Ha atirjuk 6ket szorzatokként és 6sszeadjuk, akkor

|AC|-|AP|:|AB|-|AE|F+

|EB|-|AB|=|BD || PB|
Ekkor adodik, hogy | AC |-| AP|+|DB|-|PB| AB|-(| AE | +|EB|)=| ABF.
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11. évfolyam

1. 24 liter bor van egy 24 literes edényben. Oszd harom egyenlé részre ezt a
mennyiséget, ha a huszonnégyliteres edényen Kivil van még egy 5, egy 11 és egy
13 literes Ures edény!

Megoldas. A két — legkevesebb 1épésbdl allo — mod:

24 11311 |5 24 11311 |5
2410 |0 |0 2410 |0 |0
0 |8 |11]5 8 |0 |11]5
168 |0 |0 8 |11]0 |5
160 |8 |0 8 |13]0 |3
3 /138 |0 8 |13]3 |0
3 |8 [8 |5 8 |8 |3 |5
8 [8 [8 |0 8 |8 |8 |0

2. Oldd meg a valés szamharmasok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert:

2 2 2
5 1 3
x—922=|=|,6y—-x*=|=|,15z2-4 2:(—] .
(2] y (2] =12

Megoldas. A harom egyenletet dsszeadva és rendezve a kovetkezot kapjuk:

2 2 2
X2 —x+| L +4y? —6y+ 3) f9z2 157+ E] =0.
2 2 2

teljes négyzetté valo atalakitasok utan kapjuk, hogy

4] 3] o3

ami csak akkor teljesul, ha

X—i y—g Z_E
2"7 47 6
A Kkapott szamharmas nem elégiti ki az eredeti egyenleteket, igy az

egyenletrendszernek nincs megoldasa.

3. Bizonyitsd be, hogy ha n>5 és n 2-vel oszthat6, de néggyel nem oszthato
természetes szam, akkor n°> —20n® +64n oszthatd 3840-nel!

Megoldas. Legyen A =n®—20n®+64n . Ekkor elemi 4talakitassal adodik, hogy
A=n(n*-20n°+64)=n(n’-4)(n*-16) =n(n-2)(n+2)(n-4)(n+4) .

Mivel n>5 és 2|n, de n nem oszthat6 4-gyel, ezért n =4k + 2 alakd, ahol ke N .
A= (4K + 2)4k (4k + 4)(4k — 2)(4k + 6) = 32(2k —1)2k (2K +1)(2k + 2)(2k + 3).

Mivel (2k -1)2k(2k +1)(2k +2)(2k +3) o6t egymast kovetd természetes szam

szorzata, ezért a tényez6i kozott van 5-tel oszthatd, és van 3-mal oszthatd is, igy
15| A. Viszont A=128k(k +1)(2k —1)(2k +1)(2k + 3) és k(k +1) mindig péaros, tehat

256 | A. Mivel 15 és 256 relativ primek, ezért 15-256 =3840| A.
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4. A négyzet alaku kert oldala 12 méter és 8 méter atméréji henger alaka godrot
astak benne. A kiasott foldet egyenletesen lehengerelték. Hany méter mélyre kell
asni, hogy a goédor a lehengerelés utan 3 méter mély legyen?

Megoldas. Legyen a henger alaki godor kidsott része x magassagu, a henger
alapsugara 4 m, az elhengerelt fold magassaga pedig 3— x . Ekkor
(12° -167)-(3—x) =167X,
tehat
‘= 432 - 487

=1,953 méter mélyre kell asni.
144

3-x
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12. évfolyam

1. n sakkjatékos kiilonleges rendszerii versenyt vivott. Barmely jatékos
barmelyik tarsaval legfeljebb egyszer jatszott, dontetlen mérkoézés nem volt (ha
kellett, sorsolassal dontottek arrol, hogy ki gyozott, ki vesztett). A versenyvezeto
megallapitotta, hogy barmely két jatékoshoz talalhaté egy harmadik, aki
mindkettot legyozte. Legalabb hany résztvevds volt a verseny?

Megoldéas. Nyilvanvald, hogy legalabb harom jatékos volt: A, B és C. Tegyik fel,
hogy C A-t és B-t is legy6zte. A-t és C-t nem gybzhette le B, az csak az
eddigiekt6l kiilonbozé D lehetett. A és D csak B -t61 kaphatott ki.
Az A jatékost B, C, D mindegyike legydzte; szimmetria alapjan A akarmelyik
jatékos lehetett, igy barmelyik jatékosnak legaldbb harom veresége volt. Ennek
alapjan k versenyz6 esetén legalabb 3k mérkézés volt. Mivel minden versenyz6
minden versenyzovel legfeljebb egyszer mérkdzott, fennall a

3k < kk=1)

2

egyenl6tlenség. k > 7, a versenyen legalabb 7 jatékos volt.
Konstruktiv mddon bizonyitjuk, hogy 7 versenyzével meg is oldhatd a probléma.
Sorok szerint a — jel a vereséget, a + jel pedig a gy6zelmet jelenti.

A/B|C|D|E|F|G
Alol|=|=|=|+|+|+
B|l+|o|-|+|-]-1+
Cl+|+|o|=-]-]+]-
D|+|-|+]o0o|+]|-]|-
E|-|+|+|-]o0] -]+
F|l-|+|-=-|+|+]|o0]|-
G|-|-|+|+|=-|+1]o0

3-2x . ,
2. 0ldd meg a ,/log, T x <1 egyenlétlenséget!

Megoldas. Az egyenlStlenség értelmezett, ha

372X 0 s log,>=2% >0, azaz 22X 51, amibsl adédik, hogy
1-x 1-x 1-x
2—-X
>0. 1
Ty 1)
Ugyanakkor
log,>—2X <1, amib] kévetkezik, hogy ~—2X < 2, azaz
1-x 1-x
1
—x<0. 2
- )
(1) és (2) egyenlbtlenség kdzos megoldasa adja az eredeti egyenl6tlenség megoldasat:
X>2.
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3. Ha minden valés x és y val6s szamra igaz, hogy

FOcy)=1(x)-F(y) és f(x+y)= 1)+ f(y)+2xy,
akkor hatarozd meg az f(x) fuggvényt!

Megoldas. Legyen az y =0, ekkor a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy:
f(x+0)=f(x)+ f(0)+2x-0,illetve f(x)=f(x)+ f(0), ahonnan f(0)=0.
0=f(0)=f(-1+1)=f (-1 + f(D+2(-1)1, ahonnan f(-1)+f(1)=2.
0=f(0)=f(=x+x)=f(=x)+ f(x)+2(=x)x, ahonnan f (=x)+ f (x)=2x>.
f(~1-x)+ f(1-x)=2x*, vagyis f(-1)-f(x)+ f(1)-f(x)=2x*, ahonnan

f ()] f(=D+ f(@]=2x2, illetve 2 (x) = 2x*, amelybsl f(x)=x* .

Konnyen leellenérizheté, hogy az f(x)=x* filggvényre fennalinak a fenti
osszefliggesek.

4. Egy haromszog oldalai 13cm, 14cm és 15cm. Mekkora a tavolsag a
haromszog sulypontja és a koré irt kor kézéppontja kozott?

I.Megoldas:

2 2 2
A Stewart-képlet kovetkezménye: |OT [F=R® —% ,
2 2 2 2 [
tehat |OT |2=(%j 13 +1g 15 =§$Z amelybo1 |TO [= Y282 < 0.6783.

I1.Megoldés: Az AF sulyvonal kiszamithatd a kovetkez6 modon:
| AF |:%-\/2-132 +2.142 -15% = %\/505 .

2
3
AT szakaszra alkalmazhatjuk a Stewart képletet, vagyis

|AH [ -|TO|+| AO [ -|HT |5 AT | -|HO |+ | HT |-| TO|-| HO].
Legyen x=|TO|. Ekkor | HT |= 2x, ezért

2 2 ——\?
éj -x+(§] 22X = ¥505 -3X+ 2X- X - 3X, ebbdl pedig xzzﬁ,azaz
4 8 3 576

\/265
24

Ekkor | AT |= -%\/50 :—‘5305. Vizsgéaljuk az AHO haromszdget, amelyben az

x=|TO|= ~0.6783.
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I11.Megoldas: Legyen az adott ABC haromszdgben | AB|=13cm, |AC|=14 cm,
|[BC|=15cm. O a koré irt kor kdzéppontja, T a haromszdg sulypontja, H a
magassagpontja. Ha a haromszoget egy T kozéppontu és k=-2 aranyl
homotéciaval leképezziik, akkor minden oldal a vele parhuzamos és a szemben fekvo
csticson athalado oldalba képezddik le, melynek felezOpontja az adott haromszog
csucsa lesz. De ekkor az oldalfelez6 merdlegesesk O metszéspontja a H
magassagpontba képez6dik le, mikozben |TH |=2-|TO|. Kiszamitjuk a HO
tavolsdgot, annak harmada lesz a keresett tavolsag.

A haromszdg teriilete Heron képletébdl: t, =+/21-6-7-8 =84.

abc 13-14-15 65

4t, 484 8

Az AM magassag tulajdonsaga alapjan | AM |— 21, :&:5_6

Az AMB haromszogben:| BM |=, [13% — 56 1gi9 33

Az OPFM téglalapban |OP |5 FM |—E—§:E

A koré irt kor sugara R =

Az OFC derékszogl haromszogben

2
oF foocf—frep=(B) (1) 2825 aonnan oF |- 2.
g) (2) o4 8

Mivel a homotécia alapjan: | AH |=2-|OF |, ezért | AH |= 245
Ezutan | HP || AM |~ | AH |—|PM [= 22 _22_25 _ T3
5 4 8 40

Most a HPO derékszogli haromszogbdl:

HO |- (73] +(3T 6625 _5-4/265 /265

40) \10 1600 40 8
/265
24

Veégill | TO |= ~0.6783.

85



AZ V. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

DIJAZOTTJAI
9. évfolyam
1. Kovacsics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Féstis Arpad, Jovan Jovanovié Zmaj Gimnazium, Ujvidék, I1. dij
3. Vrbaski Ivan, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
4. DOka Adam, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
5. Kopasz Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
6. Horvét Zoltan, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
7. Anitics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
8. Gyorgyevics Katalin, Bolyai Tehetséggondozd Gimn. és Koll., Zenta, dicséret
9. Fejdi Emma, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

10. Kecskeméti Arpad, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. Erdélyi Adam, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

12. Guberina Krisztina, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

13. Farkas Laura, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

10. évfolyam

1. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozd Gimnézium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

3. Toth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

4. Ago Krisztina, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij

5. Orosz Csaba, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij

6. Guzsvany Szandra, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij
7. Kovacsics Tobias, Miiszaki Kozépiskola, Becse, I11. dij

8. Majlath Daniel, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicseret
9. Gulyés Oldal Lénérd, Bolyai Tehetseggondozd Gimn. és Koll., Zenta, dicséret

10. Bozsik Zoltan, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
11. Sarok Emma, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. Muzsika T6t Timea, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

13. Kerekes Emese, Dositej Obradovi¢ Gimnazium, Topolya, dicséret

11. évfolyam

1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnazium, Belgréad, 1. dij

2. Farkas Gabriella, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij

3. Takacs Emese, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, I11. dij

4. Kérmdcezi Arnold, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
5. Vidacs Vilmos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

6. Kasza Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

7. Gimpel Akos, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

8. Kovécs Ildiko, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicseéret

9. Répési Diana, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék, dicséret

10. Roka Géspar, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

11. Vické Krisztina, Svetozar Markovié Gimnazium, Ujvidék, dicséret

12. Boddcsi Endre, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
13. Sérkéany Rita, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

14. Harangoz6 Edina, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
15. Kecskés Szanella, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
16. Gleszer Erik, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

17. Balog Daniel, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
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12. évfolyam

1. Csizmadija Laura, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Szabadka, 1. dij

2. Homolya Miklos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 11. dij
3. Gombéar Tamas, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
4. Juhédsz Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

5. Er6s David, Svetozar Markovi¢ Gimnazium, [jjvidék, dicséret

Dijatadas: Homolya Miklds
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