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VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2008. december 13. 

 
 

 
 

9. évfolyam 
 
 
1. Sün Balázs és testvérei erdei sétára indultak bogyó-, falevél-, kavics-, illetve  
term®sgyŤjtem®nyeiket gazdag²tani. Mindegyik¿knek van legal§bb egy 
gyŤjtem®nye. Azok, akik bogy·kat vagy term®seket gyŤjtenek, azok faleveleket is 
gyŤjtenek. Azok, akik kavicsokat gyŤjtenek, azok term®seket is gyŤjtenek. Azok, 
akik faleveleket ®s kavicsokat gyŤjtenek, azok bogy·kat is gyŤjtenek. Melyik 
fajta gyŤjtem®nybŖl van a legtºbb ®s melyikbŖl a legkevesebb S¿n Bal§zs®kn§l? 
 
 
2. „Képzeld, tegnap csupán 5, 50, 500 és 5000 dinárosok felhasználásával 
fizettem ki 500000 dinárt.” – mondja Gazdag Géza. „És hány darabot használtál 
fel?” – k®rdezi Okos Berci. ĂA n®gyf®le c²mletŤ p®nzbŖl egy¿ttesen 500 darabot.ò 
– válszolja Géza. „Ez lehetetlen!” – mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és 
miért? 
 
 
3. Az 1, 3, 4, 5 és egy tetszés szerint választott számjeggyel írd fel azt a 
legnagyobb ºtjegyŤ sz§mot, amelyik 12-vel osztható! 
 
 
4. Ha az ABCD  téglalap és az AQB , valamint APD  szabályos háromszögek 
megegyezŖ kºr¿lj§r§s¼ak, igazold, hogy a PQ  szakasz egybevágó a téglalap 
átlójával! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2008. december 13. 

 
 

 
 

10. évfolyam 
 
 
1. „Képzeld, tegnap csupán 5, 50, 500 és 5000 dinárosok felhasználásával 
fizettem ki 500000 dinárt.” – mondja Gazdag Géza. „És hány darabot használtál 
fel?” – k®rdezi Okos Berci. ĂA n®gyf®le c²mletŤ p®nzbŖl egy¿ttesen 500 darabot.” 
– válszolja Géza. „Ez lehetetlen!” – mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és 
miért? 
 
 
2. Határozd meg mindazokat az n ZÍ  számokat, amelyekre az  

3 2 2( 1) 0x nx nx n- + - + =  
egyenletnek egész megoldásai vannak ( x ZÍ ). 
 
 
3. Egy táblára felírták az összes pozitív egész számot 1-gyel kezdve és 2008-cal 
bezárólag. A felírt számjegyek hány százaléka az 5-ös számjegy?  
 
 
4. Az AC  szakasz az ABCD  paralelogramma hosszabbik átlója. Húzd a 
CE AB^  és CF AD^  szakaszokat, vagyis a C  csúcsból a nem szomszédos 
oldalakra h¼zott merŖlegeseket, F ADÍ  és E ABÍ . Bizonyítsd be, hogy ekkor  

2| | | | | | | | | |AB AE AD AF ACÖ + Ö = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2008. december 13. 

 
 

 
 

11. évfolyam 
 
 
1. Egy kis erdei tavat egy forrás táplál friss vízzel. Egyszer megjelent egy 183 
tag¼ elef§ntcsorda ®s egy nap alatt kiitta a t· viz®t. K®sŖbb, mikor ¼jra megtelt a 
tó, egy 37 tagú csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefánt hány nap alatt inná 
ki a tó vizét? 
 
 
2. Igazold, hogy az  

2007log 20072007xx x=  
egyenlet megoldásainak szorzata természetes szám, majd határozd meg ennek a 
szorzatnak az utolsó két számjegyét! 
 
 
3. Oldd meg a valós számok halmazán az 4 4( 1) ( 3) 16x x+ + + =  egyenletet! 
 
 
4. Számítsd ki a h§romoldal¼ g¼la t®rfogat§t, ha alapja der®kszºgŤ h§romszºg 8 
cm és 15 cm befogókkal, oldalélei pedig 60¯ -os szögben hajlanak az alaplap 
síkjához! 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2008. december 13. 

 
 

 
 

12. évfolyam 
 
 
1. Egy nemzetközi labdarugó tornán minden csapat minden csapattal pontosan 
egyszer j§tszott. GyŖzelem®rt 3, dºntetlen®rt 1, veres®g®rt 0 pont j§rt. A 
bajnokság végén a csapatok pontszámainak összege 15 pont volt. Az utolsó 
helyezett 1 pontot gyŤjtºtt, az utols· elŖtti egyszer sem kapott ki. H§ny pontot 
gyŤjtºtt a m§sodik helyen v®gzett csapat? 
 
 
2. Igazold, hogy az  

2007log 20072007xx x=  
egyenlet megoldásainak szorzata természetes szám, majd határozd meg ennek a 
szorzatnak az utolsó két számjegyét! 
 
 

3. Oldd meg a ,
2
p
på õ

æ ö
ç ÷

 intervallumon a kºvetkezŖ trigonometrikus egyenletet: 

3 3 3 3cos 3 cos 5 8cos 4 cosx x x x+ = Ö . 
 
 
4. Egy henger alak¼ ed®nyt, amelynek alap§tm®rŖje 4 dm  és a mélysége 3 dm , 
teletöltöttük vízzel. Mennyi víz marad benne, ha az alap síkjához viszonyítva 
30¯ -os szögben megdöntjük? 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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A VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
 FELADATAINAK MEGOLDÁSAI 

 
 

9. évfolyam 
 
 
1. Sün Balázs és testvérei erdei sétára indultak bogyó-, falevél-, kavics-, illetve  
term®sgyŤjtem®nyeiket gazdag²tani. Mindegyik¿knek van legal§bb egy 
gyŤjtem®nye. Azok, akik bogy·kat vagy term®seket gyŤjtenek, azok faleveleket is 
gyŤjtenek. Azok, akik kavicsokat gyŤjtenek, azok term®seket is gyŤjtenek. Azok, 
akik faleveleket ®s kavicsokat gyŤjtenek, azok bogy·kat is gyŤjtenek. Melyik 
fajta gyŤjtem®nybŖl van a legtºbb ®s melyikbŖl a legkevesebb S¿n Bal§zs®kn§l? 
 
Megoldás. Legyen 1S  a bogy·kat gyŤjtŖk, 2S  a faleveleket gyŤjtŖk, 3S  a kavicsokat 
gyŤjtŖk, 4S  pedig a term®seket gyŤjtŖk halmaza. Ekkor ®rv®nyesek az al§bbi 
relációk:  
(1)   241 SSS ËÇ , 
(2)   43 SS Ë , 
(3)   132 SSS ËÆ . 
(1)-bŖl ®s (2)-bŖl kºvetkezik, hogy 23 SS Ë , valamint 1323 SSSS Ë=Æ , amibŖl 

2431 SSSS ËÇÇ  kºvetkezik, miszerint legtºbben faleveleket gyŤjtenek.  
Mivel 4213 SSSS ÆÆË , ebbŖl ad·dik, hogy legkevesebben kavicsokat gyŤjtenek. 
 
 
2. „Képzeld, tegnap csupán 5, 50, 500 és 5000 dinárosok felhasználásával 
fizettem ki 500000 dinárt.” – mondja Gazdag Géza. „És hány darabot használtál 
fel?” – kérdezi Okos Berci. „A négyféle címletŤ p®nzbŖl egy¿ttesen 500 darabot.ò 
– válszolja Géza. „Ez lehetetlen!” – mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és 
miért? 
 
Megoldás. Jelölje a  az ötezresek, b  az ötszázasok, c  az ötvenesek és d  az ötösök 
számát, akkor ezekkel egyrészt  

5000005505005000 =+++ dcba , 
másrészt  

500=+++ dcba . 
Ha az elsŖ egyenletet 5-tel elosztjuk ®s ebbŖl kivonjuk a m§sodikat, akkor a  

99500999999 =++ cba  
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalán csupa 9-cel osztható tag van, 
tehát összegük is 9-nek többszöröse. A jobb oldalon álló 99500  azonban nem 
osztható 9-cel. Gazdag Géza által közöltek ellentmondásra vezetnek ezért Bercinek 
van igaza. 
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3. Az 1, 3, 4, 5 és egy tetszés szerint választott számjeggyel írd fel azt a 
legnagyobb ºtjegyŤ sz§mot, amelyik 12-vel osztható! 
 
Megoldás. Egy szám 12-vel pontosan akkor osztható, ha osztható 3-mal is és 4-gyel 
is. ¥tjegyŤ sz§munk 3-mal akkor és csak akkor osztható, ha számjegyeinek összege is 
3-nak többszöröse. Mivel az ismert négy számjegy összege 13, ezért az ötödik jegy a 
2, az 5 vagy a 8 lehet csak.  
A néggyel való oszthatóság szükséges és elégséges feltétele az, hogy az ötjegyŤ szám 
utolsó két jegyébŖl álló kétjegyŤ legyen a 4-nek többszöröse. EbbŖl persze az is 
adódik, hogy az utolsó jegy páros kell, hogy legyen.  
Ha az ötödik jegy az 5 lenne, akkor a 14, 34, 54 valamelyike lenne ötjegyŤ számunk 
utolsó két jegyébŖl álló kétjegyŤ szám, ám ezek egyike sem osztható 4-gyel, így ez az 
eset nem lehetséges.  
Ha a hiányzó ötödik jegy a 2, úgy az 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbŖl ®píthetŖ 12 többszörösei 
között az 54312 a legnagyobb.  
Ha a hiányzó ötödik jegy a 8, úgy az 1, 3, 4, 5 és 8 számjegyekbŖl építhetŖ 12 
többszörösei között az 53184 a legnagyobb.  
A lehets®ges esetekbŖl az elsŖ, az 54312 a legnagyobb. Ez tehát a megoldás. 
 
 
4. Ha az ABCD  téglalap és az AQB , valamint APD  szabályos háromszögek 
megegyezŖ kºr¿lj§r§s¼ak, igazold, hogy a PQ  szakasz egybevágó a téglalap 
átlójával! 
 
Megoldás. Az ABD  és APQ  háromszögek egybevágóak a SzOSz tétel alapján, mert 
| | | |AD AP= , | | | |AB AQ=  és 90DAB PAQÏ @ Ï @ ¯ , tehát harmadik oldaluk is 
egyenlŖ, azaz | | | |DB PQ= . 
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10. évfolyam 
 
 
 
1. „Képzeld, tegnap csupán 5, 50, 500 és 5000 dinárosok felhasználásával 
fizettem ki 500000 dinárt.” – mondja Gazdag Géza. „És hány darabot használtál 
fel?” – kérdezi Okos Berci. „A négyféle címletŤ p®nzbŖl egy¿ttesen 500 darabot.ò 
– válszolja Géza. „Ez lehetetlen!” – mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és 
miért? 
 
Megoldás. Jelölje a  az ötezresek, b  az ötszázasok, c  az ötvenesek és d  az ötösök 
számát, akkor ezekkel egyrészt  

5000005505005000 =+++ dcba , 
másrészt  

500=+++ dcba . 
Ha az elsŖ egyenletet 5-tel elosztjuk ®s ebbŖl kivonjuk a m§sodikat, akkor a  

99500999999 =++ cba  
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalán csupa 9-cel osztható tag van, 
tehát összegük is 9-nek többszöröse. A jobb oldalon álló 99500  azonban nem 
osztható 9-cel. Gazdag Géza által közöltek ellentmondásra vezetnek ezért Bercinek 
van igaza. 
 
 
2. Határozd meg mindazokat az n ZÍ  számokat, amelyekre az  

3 2 2( 1) 0x nx nx n- + - + =  
egyenletnek egész megoldásai vannak ( x ZÍ ). 
 
Megoldás. Legyen p  az adott egyenlet egész megoldása ( p ZÍ ).  
Ekkor 1223 =-+- nnpnpp , azaz 1))(( 2 =-+ npnp .  
Egész p  és n  esetén ez csak úgy lehetséges, hogy 1 1 1Ö =   vagy   ( ) ( )1 1 1- Ö - = . 
(i) Legyen 12 -=-=+ npnp .  
 EbbŖl 1+= pn  és )1(1 2 ++=- pp , amibŖl 022 =++ pp  következik, 
 amely egyenletnek nincs egész megoldása.  
(ii) Legyen most 12 =-=+ npnp .  

       EbbŖl 1-= pn  és )1(1 2 -+= pp , amibŖl 0)2)(1(22 =+-=-+ pppp  
következik, ahonnan 1=p  és 2-=p  az egyenlet egész megoldásai.  

Az eredeti egyenletnek tehát akkor lesznek egész megoldásai, ha 0=n  vagy 3-=n , 
azaz, ha { }0, 3nÍ - . 
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3. Egy táblára felírták az összes pozitív egész számot 1-gyel kezdve és 2008-cal 
bezárólag. A felírt számjegyek hány százaléka az 5-ös számjegy?  
 
Megoldás. Az egyjegyŤ sz§mok le²r§s§n§l 1 db 5-ös számjegy található. 
A k®tjegyŤ sz§mok le²r§s§n§l 19 db 5-ºs sz§mjegy tal§lhat·, az elsŖ helyen 10 ®s a 
második helyen 9 db. 
A h§romjegyŤ sz§mok le²r§s§n§l ºsszesen 280 db 5-ös számjegyet használunk fel, az 
elsŖ helyen 100, a második helyen 9 10 90Ö = , a harmadik, az egyesek helyén pedig 
szintén 9 10 90Ö =  db 5-ös számjegyet. 
Az 1-gyel kezdŖdŖ n®gyjegyŤ sz§mok le²r§s§n§l  1 19 280 300+ + =  db 5-ös 
számjegyet írtunk le, míg 2000-tŖl 2008-ig még 1 db 5-ös számjegyet használunk fel, 
teh§t a n®gyjegyŤ sz§mokat fel²rva 1000-tŖl  2008-ig összesen 301 db 5-ös 
számjegyet használunk fel. Ezek szerint 1-tŖl  2008-ig az egész számokat felírva 
összesen 1 19 280 301 601+ + + = db 5-ös számjegyet írtunk fel. 
Az ºsszes le²rt sz§mjegyek sz§ma: az egyjegyŤekn®l 9, a k®tjegyŤekn®l 90 2 180Ö = , a 
h§romjegyŤekn®l 900 3 2700Ö = , a n®gyjegyŤekn®l 1009 4 4036Ö = , tehát összesen 
6925 számjegyet írtunk fel a táblára. 

A keresett százalék: 6925 : 601 100 : x= , ahonnan 60100 8,68%
6925

x = º . 

 
 
4. Az AC  szakasz az ABCD  paralelogramma hosszabbik átlója. Húzd a 
CE AB^  és CF AD^  szakaszokat, vagyis a C  csúcsból a nem szomszédos 
oldalakra h¼zott merŖlegeseket, F ADÍ  és E ABÍ . Bizonyítsd be, hogy ekkor  

2| | | | | | | | | |AB AE AD AF ACÖ + Ö = . 
 
Megoldás. Legyen G  pont a B  cs¼cs merŖleges vet¿lete az AC  átlóra, ekkor 
érvényes, hogy AEC AGBD D- , valamint AFC CGBD D- .  

EbbŖl kºvetkezik, hogy | | | |
| | | |
AC BA
AE AG
=  és | | | |

| | | |
AC BC
AF CG
= . 

Innen | | | | | | | |AB AE AC AGÖ = Ö  és | | | | | | | |BC AF AC CGÖ = Ö . 
Adjuk össze a két egyenletet. Ekkor 

| | | | | | | | | | | | | | | |AB AE BC AF AC AG AC CGÖ + Ö = Ö + Ö  
Ad·dik, ebbŖl pedig 

( ) 2| | | | | | | | | | | | | | | |AB AE AD AF AC AG GC ACÖ + Ö = Ö + = . 
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11. évfolyam 
 
 
1. Egy kis erdei tavat egy forrás táplál friss vízzel. Egyszer megjelent egy 183 
tagú elefántcsorda és egy nap alatt kiitta a t· viz®t. K®sŖbb, mikor ¼jra megtelt a 
tó, egy 37 tagú csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefánt hány nap alatt inná 
ki a tó vizét? 
 
Megoldás. Legyen a teli tó víztartalma S l, az egy napi növekmény a forrásokból n l.  
Mivel 183 elefánt 1 nap alatt issza ki a tó vizét, ez azt jelenti, hogy kiissza a már 
meglevŖ S  litert és az egy nap alatt még hozzá befolyó n  litert. Azaz 183 elefánt egy 
nap alatt nS +  liter vizet iszik meg. Ekkor, feltételezve, hogy minden elefánt egyenlŖ 

mennyiséget iszik meg, egy nap alatt egy elefánt 
183

nS +  liter vizet iszik meg.  

A másik feltételbŖl 37 elefánt 5 nap alatt nS 5+  litert iszik meg, ezért egy elefánt egy 

nap alatt 
185

5
537

5 nSnS +
=

Ö
+ litert. EbbŖl adódik, hogy

185
5

183
nSnS +

=
+ , ahonnan 

nS 365= . Tehát 183 elefánt egy nap folyamán nnn 366365 =+  liter vizet iszik meg, 
amibŖl viszont az is következik, hogy egy elefánt egy nap alatt pontosan n2  litert 
iszik meg. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy n1  litert fogyaszt el a teli tó vizébŖl és 
plussz azt az n1  litert, ami a nap folyamán befolyik a tóba. Mivel a teli tó tartalma 

n365  liter, ezért pontosan a 365-ik nap végére ürül ki teljesen a tó, ha csak egy 
elefánt iszik belŖle. 
 
 
2. Igazold, hogy az  

2007log 20072007xx x=  
egyenlet megoldásainak szorzata természetes szám, majd határozd meg ennek a 
szorzatnak az utolsó két számjegyét! 
 
Megoldás. Az egyenlet mindkét oldalának logaritmálása után kapjuk a  

xxx 2007
2
1

200720072007 log20072007logloglog =+Ö  
egyenletet. Vezessük be az xa 2007log=  helyettesítést.  

Most az egyenlet ekvivalens az 0
2
120072 =+- aa  másodfokú egyenlettel.  

A Viete szabály alapján a kapott másodfokú egyenlet 1a  és 2a  megoldásainak 
összege: 200721 =+ aa .  
Ekkor az eredeti egyenlet megoldásai 120071

ax =  és 220072
ax = , a szorzatuk pedig 

2007
21 2007200720072007 2121 ==Ö=Ö +aaaaxx , tehát természetes szám.  

Hátra van még a kapott szorzat utolsó két számjegyének meghatározása, azaz a 
szorzat 100-zal való osztásakor keletkezett maradék maghatározása. Mivel 771 = , 

4972 = , 34373 = , 240174 = , 1680775 = ,..., belátható, hogy az utolsó két számjegy 
ciklikusan ism®tlŖdik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hossz¼s§ga 4. Mivel 

350142007 +Ö= , adódik, hogy a 20072007  szám utolsó két számjegye 43. 
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3. Oldd meg a valós számok halmazán az 4 4( 1) ( 3) 16x x+ + + =  egyenletet! 
 
Megoldás. Legyen 2y x= + , ekkor 1 1x y+ = -  és 3 1x y+ = + , az egyenletünk 
pedig a kºvetkezŖk®pen alakul: 
( ) ( )4 41 1 16y y- + + =  

4 3 2 4 3 24 6 4 1 4 6 4 1 16y y y y y y y y- + - + + + + + + =  
4 22 12 2 16y y+ + =  

4 26 7 0y y+ - = , ahonnan 2 1y =   vagy  2 7y = - , amelyek közül csak az 2 1y =  
egyenletnek vannak valós megoldásai, és ezek az 1 1y = -  illetve az 2 1y = . Ha tudjuk, 
hogy 2y x= + , akkor 1 3x = -  és 2 1x = - , vagyis  a megoldáshalmaz  { }3, 1M = - - . 
 
 
4. Számítsd ki a háromoldalú gúla térfogatát, ha alapja der®kszºgŤ h§romszºg 8 
cm és 15 cm befogókkal, oldalélei pedig 60¯ -os szögben hajlanak az alaplap 
síkjához! 
 
Megoldás. Legyen O  pont az ABCD  háromoldalú gúla D  csúcsának az ABC  
alaph§romszºgre vet²tett merŖleges vet¿lete. Ekkor az OADD , OBDD  és OCDD  
egybevágóak, mert der®kszºgŤek ®s 60¯ -os hegyesszögük szemben fekszik a közös 
OD  magassággal. Tehát | | | | | |OA OB OC@ @ , vagyis az O  pont az ABC  háromszög 
körülírt körének középpontja, azaz ebben az esetben az átfogó felezŖpontja. Ez®rt 

kiszámíthatjuk az alap átfogóját, cmc 17158 22 =+= , vagyis 
2

17
=r . A test 

magassága DO  valójában a DAB  egyenlŖ oldal¼ h§romszºg magassága, ahonnan 
17 3| |

2
H DO= = . A gúla térfogata  

33170
3

cmHtV ABC =
Ö

= . 
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12. évfolyam 
 
 
1. Egy nemzetközi labdarugó tornán minden csapat minden csapattal pontosan 
egyszer j§tszott. GyŖzelem®rt 3, dºntetlen®rt 1, veres®g®rt 0 pont j§rt. A 
bajnokság végén a csapatok pontszámainak összege 15 pont volt. Az utolsó 
helyezett 1 pontot gyŤjtºtt, az utols· elŖtti egyszer sem kapott ki. H§ny pontot 
gyŤjtºtt a m§sodik helyen v®gzett csapat? 
 
Megoldás. Ha egy mérkŖzés eldŖl, akkor 3, ha döntetlen lesz, akkor 2 pontot osztanak 
el a csapatok között. Tehát annál kevesebb a csapatok pontjainak összege, minél több 
a döntetlen. ElŖször állapítsuk meg a csapatok számát. ha csak 3 csapat lenne, akkor 3 
mérkŖzésen maximum 9 lehetne a pontszámösszeg, ha pedig 5 csapat lenne, akkor 10 
meccsen minimum 20 pont kerülne kiosztásra. Így a csapatok száma 4. Ha 4 csapat 
van, és nincs döntetlen, a pontszámok összege 6 meccsen 18 pont. Itt a csapatok 15 
pontot gyŤjtöttek, és mivel minden döntetlen 1-gyel csökkenti a pontszámösszeget, 
ezen a tornán 3 mérkŖzés végzŖdött döntetlenre. Az utolsó elŖtti, azaz a harmadik 
helyezett csapat egy meccset sem vesztett. Ha nyert volna legalább egy meccset, 
akkor legalább 5 pontja lenne. De akkor az elŖtte végzett két csapatnak is legalább 5-5 
pontja lenne, ekkor azonban a csapatok összpontszáma már legalább 16 lenne. Ezek 
szerint a harmadik helyezett csapat minden meccse döntetlenre végzŖdött. 
Az elsŖ két csapat tehát megverte az utolsót és döntetlent játszott a harmadikkal. 
Mivel több döntetlen nem volt, az elsŖ helyezett legyŖzte a másodikat, vagyis a 
második helyen végzett csapat 4 pontot gyŤjtött. 
 
 
2. Igazold, hogy az  

2007log 20072007xx x=  
egyenlet megoldásainak szorzata természetes szám, majd határozd meg ennek a 
szorzatnak az utolsó két számjegyét! 
 
Megoldás. Az egyenlet mindkét oldalának logaritmálása után kapjuk a  

xxx 2007
2
1

200720072007 log20072007logloglog =+Ö  
egyenletet.  
Vezessük be az xa 2007log=  helyettesítést.  

Most az egyenlet ekvivalens az 0
2
120072 =+- aa  másodfokú egyenlettel.  

A Viete szabály alapján a kapott másodfokú egyenlet 1a  és 2a  megoldásainak 
összege: 200721 =+ aa .  
Ekkor az eredeti egyenlet megoldásai 120071

ax =  és 220072
ax = , a szorzatuk pedig 

2007
21 2007=Ö xx , tehát természetes szám.  

Hátra van még a kapott szorzat utolsó két számjegyének meghatározása, azaz a 
szorzat 100-zal való osztásakor keletkezett maradék maghatározása. Mivel 771 = , 

4972 = , 34373 = , 240174 = , 1680775 = ,..., belátható, hogy az utolsó két számjegy 
ciklikusan ism®tlŖdik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hossz¼s§ga 4. Mivel 

350142007 +Ö= , adódik, hogy a 20072007  szám utolsó két számjegye 43. 
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3. Oldjuk meg a ,
2
p
på õ

æ ö
ç ÷

 intervallumon a kºvetkezŖ trigonometrikus egyenletet: 

3 3 3 3cos 3 cos 5 8cos 4 cosx x x x+ = Ö . 
Megoldás. Ha tudjuk, hogy cos3 cos5 2cos 4 cosx x x x+ = Ö , akkor az adott egyenlet a 
kºvetkezŖk®ppen alak²that·: 

3 3 3 3cos 3 cos 5 8cos 4 cosx x x x+ = Ö  
( )33 3cos 3 cos 5 2cos3 cosx x x x+ =  
( )33 3cos 3 cos 5 cos5 cos3x x x x+ = +  

3 3 3 2 2 3cos 3 cos 5 cos 5 3cos 5 cos3 3cos5 cos 3 cos 3x x x x x x x x+ = + + +  
2 20 3cos 5 cos3 3cos5 cos 3x x x x= +  

( )3cos5 cos3 cos5 cos3 0x x x x+ =  
cos5 0 cos3 0 cos5 cos3 0x x x x= Ù = Ù + =  

Ha cos5 0x = , akkor 5
2

x kp p= + , vagyis 18 36
10 5

kx kp p
= + = + Öa a . Innen az adott 

intervallumba esŖ megold§sok a 126a  és a 162a . 

Ha cos3 0x = , akkor 3
2

x kp p= + , azaz 30 60
6 3

kx kp p
= + = + Öa a . Innen az adott 

intervallumba esŖ megold§s a 150a . 
Ha cos3 cos5 0x x+ = , akkor 2cos 4 cos 0x x = , ahonnan cos 4 0x =  vagy cos 0x = . 

Ha cos 0x = , akkor 
2

x kp p= + , amely esetben egy megoldás sem esik az adott 

intervallumba. 

Ha cos 4 0x = , akkor 4
2

x kp p= + , ahonnan 22,5 45
8 4

kx kp p
= + = = Öa a . 

Innen az adott intervallumba esŖ megold§sok a 112,5a  és a 157,5a . 
Összefoglalva a keresett megoldások: 112,5 ; 126 ; 150 ; 157,5 ; 162a a a a a . 
 
4. Egy henger alak¼ ed®nyt, amelynek alap§tm®rŖje 4 dm  és a mélysége 3 dm , 
teletöltöttük vízzel. Mennyi víz marad benne, ha az alap síkjához viszonyítva 
30¯ -os szögben megdöntjük? 
 
Megoldás. A megdöntés után a víz egy része kifolyt, majd vízszintes helyzetet vesz 
fel újból. A kiömlött víz térfogata fele annak a henger térfogatának, amelyet az ábrán 
látunk. Az edény térfogata ( )dmHdmr 3,2 ==  V=12p dm3,  

a kifolyt vízé öö
÷

õ
ææ
ç

å
== dmHdmr

3
4,2 1   

3
1 3

38
2
1 dmV p= ,  

tehát a maradék  

literdmVV 19,23
3

3812
2
1 3

1 ºöö
÷

õ
ææ
ç

å
-=- p . 
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A VI. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
 DÍJAZOTTJAI 

 
9. évfolyam 
1. Piri Annamária, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Ripcó Ákos, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
3. KŖrºsi Bal§zs, MŤszaki Kºz®piskola, Ada, II. díj 
4. Gyarmati Dénes, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
5. Horvát Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
6. Körmöczi Andor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
7. Nagygyörgy Kristóf, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
8. Simonyi Máté, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
9. Milinszki Hajnalka, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
10. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
11. Kiss Csaba, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
12. Brusznyai Borisz, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
13. Hajnal Andor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
 
10. évfolyam 
1. Kovacsics Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Bálind Árpád, MŤszaki Kºz®piskola, Ada, II. díj 
3. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
4. Vrbaski Iván, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
 
11. évfolyam 
1. Ágó Krisztina, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Kecsenovity Egon, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, II. díj 
3. Kovacsics T·bi§s, MŤszaki Kºzépiskola, Óbecse, III. díj 
4. Balassa Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
5. Tóth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
 
12. évfolyam 
1. Kanalas Vidor, Matematikai Gimnázium, Belgrád, I. díj 
2. Takács Emese, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Szabadka, II. díj 
3. Róka Gáspár, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
4. Bodócsi Endre, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
5. Kasza Ákos, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
6. Farkas Gabriella, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
7. Gimpel Ákos, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
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A VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 

 
ElŖad·: dr. Kincses J§nos 
ElŖad§s c²me: Érdekes matematikai problémák 
 
 
 
 
 
 

 
 

Verseny elŖtti megbesz®l®s (Pap Zolt§n, Pap Horv§th Erika, P®ics 
Hajnalka, Miklós Gyöngyi, Csikós Pajor Gizella, Meoželj Sonja, Zolnai 
Ir®n, Ripc· Sipos Elvira, Rozsnyik Andrea, SzŤcs Emese, Boros Istv§n). 
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VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2009. november 28. 

 
 

 
 

8. évfolyam 
 
 
1. A VI. Fekete Mih§ly Eml®kverseny elsŖ fordul·ja ut§n tov§bbjutott a 

versenyzŖk 
5
1  r®sze. A m§sodik fordul·n r®sztvevŖk 

7
2  r®sze ker¿lt a dºntŖbe. 

Ha az elsŖ fordul· ut§n jutott volna tov§bb a versenyzŖk 
7
2  része, és a második 

fordul·n r®sztvevŖk 
5
1  r®sze ker¿lt volna a dºntŖbe, akkor a h§rom fordul·n 

összesen 12-vel több dolgozatot kellett volna javítani. Hányan indultak a VI. 
Fekete Mih§ly Eml®kverseny elsŖ fordul·j§n? 
 
 
2. Melyek azok a k®tjegyŤ term®szetes sz§mok, amelyekre igaz, hogy maga a 
szám 17-tel nagyobb, mint számjegyeinek szorzata? 
 
 
3. Egy k¿lºnbºzŖ sz§mjegyekbŖl §ll· hatjegyŤ sz§m sz§mjegyei (valamilyen 
sorrendben) 1, 2 , 3, 4, 5, 6 . Az elsŖ k®t sz§mjegybŖl §ll· k®tjegyŤ sz§m oszthat· 
2-vel, az elsŖ h§rom sz§mjegybŖl §ll· h§romjegyŤ sz§m oszthat· 3-mal és így 
tovább, maga a szám osztható 6-tal. Melyik ez a szám? 
 
 
4. Jelölje egy háromszög csúcsait A , B  és C . Legyen az AC  oldal felezŖpontja 
E , a BC  oldal B -hez közeli harmadoló pontja D . Az AD  és BE  egyenesek 
metszéspontját jelölje F . Mekkora a BDF  háromszög és az FDCE  négyszög 
területének aránya? 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2009. november 28. 

 
 

 
 

9. évfolyam 
 
 
1. Precíz Peti felírta a számokat 1-tŖl 10000-ig. ElŖszºr al§h¼zta pirossal azokat a 
számokat, amelyek oszthatók 4-gyel, majd aláhúzta zölddel azokat, amelyek 
oszthatók 5-tel, végül aláhúzta kékkel az összes 6-tal oszthatót. Hány szám lett 
így aláhúzva pontosan két színnel? 
 
 
2. Melyek azok a k®tjegyŤ term®szetes sz§mok, amelyekre igaz, hogy maga a 
szám 17-tel nagyobb, mint számjegyeinek szorzata? 
 
 
3. Egy sz§msorozat valamely tagj§t jobbminim§lisnak nevezz¿k, ha tŖle jobbra 
nem található nála kisebb szám. Például a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban 
jobbminim§lis sz§mok az 1 ®s a 3 (a jobbsz®lsŖ 5-öst nem tekintjük annak). Ezek 
alapján az említett sorozatban a második és az ötödik helyen áll jobbminimális 
szám. Hány olyan sorrendje (permutációja) van az 1, 2, …, 8 számoknak, 
amelyekben a második és az ötödik helyen (és esetleg másutt is) jobbminimális 
számok állnak? 
 
 
4. Legyenek ax , bx  és cx  az ABC  hegyesszºgŤ h§romszºg tetszŖleges P  belsŖ 
pontjának rendre az a , b  és c  oldalaktól mért távolságai. Jelölje am , bm  és cm a 
megfelelŖ oldalakhoz tartozó magasságokat. Igazold, hogy 

1=++
c

c

b

b

a

a

m
x

m
x

m
x . 

 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2009. november 28. 

 
 

 
 

10. évfolyam 
 
 
1. A gödényházi sºriv· versenyen h§rman ker¿ltek a dºntŖbe: a 
tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz·. A kijelºlt idŖ alatt a 
tŤzolt·parancsnok ®s a k§ntor egy¿tt k®tszer annyi sºrt ivott meg, mint a 
harangoz·. A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye viszont 
háromszor annyi, mint a kántoré. Ki nyerte a versenyt? 
 
 
2. Egy k®tjegyŤ sz§m sz§mjegyei kºz® ²rtunk egy sz§mjegyet. Az ²gy kapott 
h§romjegyŤ sz§m ®s az eredeti k®tjegyŤ sz§m sz§mtani kºzepe egyenlŖ az eredeti 
k®tjegyŤ sz§m sz§mjegyeinek felcser®l®s®vel kapott k®tjegyŤ sz§mmal. Mi volt az 
eredeti szám? 
 
 
3. Az AB  és CD  egy O  kºz®ppont¼ kºrnek k®t, egym§sra merŖleges §tm®rŖje. 
Az OD  szakaszt felezŖ E  ponton halad az AF  húr, az AB  és CF  szakaszok 
metszéspontja a G  pont. Igazold, hogy az | | 3 | |OB OG= Ö  és a | | 3 | |CF DF= Ö . 
 
 
4. Legyenek 1 2 3 2009, , , ,x x x x>  pozitív valós számok.  
Bizonyítsd be a kºvetkezŖket: 

a) Minden pozitív x  valós számra igaz, hogy 1(1 )
4

x x- ¢ . 

b) EgyidŖben nem teljes¿lhet a kºvetkezŖ egyenlŖtlens®gek mindegyike: 

1 2
1(1 )
4

x x- ¢ , 2 3
1(1 )
4

x x- ¢ , ..., 2008 2009
1(1 )
4

x x- ¢ , 2009 1
1(1 )
4

x x- ¢ . 

 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2009. november 28. 

 
 

 
 

11. évfolyam 
 
 
1. A gödényházi sörivó versenyen hárman kerültek a dºntŖbe: a 
tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz·. A kijelºlt idŖ alatt a 
tŤzolt·parancsnok ®s a k§ntor egy¿tt k®tszer annyi sºrt ivott meg, mint a 
harangoz·. A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye viszont 
háromszor annyi, mint a kántoré. Ki nyerte a versenyt? 
 
 
2. Felírtuk egy táblára 1-tŖl 2009-ig a számokat, majd valamelyik két 
szomszédost letöröltük, és helyettük felírtuk a különbségüket (a nagyobból 
kivonva a kisebbet). Ezt az eljárást addig ismételgettük, míg végül csak egy szám 
maradt a táblán. 
a) Mutassuk meg, hogy utolsó számként nem jöhet ki az 1000. 
b) Adjunk egy eljárást, amely utolsó számként az 1001-et eredményezi! 
 
 
3. Adott az ABCD  ®rintŖn®gyszºg, amelynek az alapon fekvŖ szºgei a  és b . 

Igazold, hogy | | ctg ctg
| | 2 2
AB
CD

a b
= Ö . 

 
 
4. Bizonyítsd be, hogy az  

0
2

11 22
2 =+-+-

n
nx

n
nx  

egyenlet gyökei valósak és irracionális számok minden n  természetes számra! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2009. november 28. 

 
 

 
 

12. évfolyam 
 
 
1. Egy bank p§nc®lszekr®ny®n tºbb k¿lºnbºzŖ z§r van. Kulcsaikat ¼gy osztott§k 
szét a bank négy pénztárosa között, hogy a páncélszekrény kinyitásához legalább 
h§rmuknak jelen kell lenni, de mind a n®gynek nem, hogy a n§luk levŖ 
kulcsokkal ki lehessen nyitni az összes zárat. (Egy zárhoz többüknél is lehet 
kulcs, és egy embernél többféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hány zár van a 
páncélszekrényen? 
 
 

2. Határozd meg a 
3 3 4 4sin cos sin cos

1 2 sin 1 2 sin
x x x x

x x
+ -

=
+ +

 egyenlet valós megoldásait! 

 
 
3. Az ( )21 2y x= - +  parabola 1P  és 2P  pontjából az ( )1, 2A  és ( )1,6B  pontok 
által meghatározott szakasz derékszögben látszik. Mekkora az 1 2APBP  négyszög 
területe? 
 
 
4. Határozd meg azt a pozitív x  számot, melyre az  

( )
ö
÷
õ

æ
ç
å ++ö

÷
õ

æ
ç
å +

-ö
÷
õ

æ
ç
å +-ö

÷
õ

æ
ç
å +
=

3
3

3

6
6

6

11

211

x
x

x
x

x
x

x
x

xf  

f¿ggv®ny a lehetŖ legkisebb ®rt®k®t veszi fel! Hat§rozd is meg ezt a legkisebb 
értéket! 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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A VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
 FELADATAINAK MEGOLDÁSAI 

 
 

8. évfolyam 
 
 
1. A VI. Fekete Mih§ly Eml®kverseny elsŖ fordul·ja ut§n tov§bbjutott a 

versenyzŖk 
5
1  r®sze. A m§sodik fordul·n r®sztvevŖk 

7
2  része került a dºntŖbe. 

Ha az elsŖ fordul· ut§n jutott volna tov§bb a versenyzŖk 
7
2  része, és a második 

fordul·n r®sztvevŖk 
5
1  r®sze ker¿lt volna a dºntŖbe, akkor a h§rom fordul·n 

összesen 12-vel több dolgozatot kellett volna javítani. Hányan indultak a VI. 
Fekete Mih§ly Eml®kverseny elsŖ fordul·j§n? 
 
Megoldás. Foglaljuk táblázatba a feltételeket! Mivel (még) nem ismerjük a versenyen 
indulók számát, jelöljük ezt x -szel.  
 
 A versenyzŖk sz§ma 

a valóságban 
A versenyzŖk sz§ma 

a „mi lett volna” esetén 
1. fordulóban x  x  

2. fordulóban 
5
x  

7
2x  

A dºntŖben 
57

2 x
Ö  

7
2

5
1 x
Ö  

A dolgozatok száma 
35
2

5
xxx ++  

35
2

7
2 xxx ++  

 
A „mi lett volna” esetén 12 dolgozattal több lenne, tehát 

35
2

7
212

35
2

5
xxxxxx ++=+++ . Az egyenlet mindkét oldalából 

35
2xx + -öt levonva 

7
212

5
xx

=+  adódik. Szorozzuk meg ennek az egyenletnek mindkét oldalát 35-tel, és 

a szorz§s sor§n lehets®ges egyszerŤs²t®seket v®grehajtva nyerj¿k, hogy 
xx 1035127 =Ö+ . Most a x7  kerül levonásra, majd 3-mal egyszerŤs²thet¿nk, s 

adódik: 35123 Ö=x , azaz 140354 =Ö=x . Ezt az eredményt természetesen a 

feladatszºveggel egybevetve ellenŖrizn¿nk kell! A 140 indul· ºtºde 28, ennek 
7
2 -e 8 

és ez 176828140 =++  dolgozatot jelent. A 140-nek a 
7
2 -e 40, ennek ötöde 8, és a 

dolgozatok száma 188840140 =++  valóban 12-vel tºbb az elŖbbi dolgozatsz§mn§l. 
A versenyen teh§t 140 indul· volt az elsŖ fordul·ban.  
 
 



109 
 

2. Melyek azok a k®tjegyŤ term®szetes sz§mok, amelyekre igaz, hogy maga a 
szám 17-tel nagyobb, mint számjegyeinek szorzata? 
 
I.Megoldás. Ha a k®tjegyŤ sz§m tizeseinek sz§m§t x , egyeseinek számát pedig y  
jelºli, akkor a felt®telek szerint k®tjegyŤ sz§mnkra 1710 +=+ xyyx , ahol 1²x  és 

90 ¢¢ y . Tegyük a fenti egyenletbe x  hely®re rendre a pozit²v egyjegyŤeket: 
1710 +=+ yy , 17220 +=+ yy , 17330 +=+ yy , 
17440 +=+ yy , 17550 +=+ yy , 17660 +=+ yy , 
17770 +=+ yy , 17880 +=+ yy , 17990 +=+ yy . 

A fenti egyenletek kºz¿l az elsŖnek nincs megold§sa, a m§sodikat kºvetŖ ºtnek ®s az 
utolsónak egész megoldása nincs. A másodikat az 3=y , m²g az utols· elŖttit az 

9=y  el®g²ti ki, teh§t k®t olyan k®tjegyŤ sz§m lehet, amely a felt®teleket kiel®g²ti, a 
23 és a 89. Mivel 231732 =+Ö  és 891798 =+Ö , a 23 és a 89 valóban megoldások.  
 
II. Megoldás: ElŖbbi jelºl®s¿nket megtartva a 1710 +=+ xyyx  egyenletet alakítjuk 
§t a kºvetkezŖk®ppen: 710100 ++--= yxxy . Tettük ezt azért, hogy a jobb oldal 
elsŖ n®gy tagj§t szorzatt§ alak²thassuk, mint 7)10)(1(0 +--= yx , amibŖl 

7)10)(1( -=-- yx . Most már látható, hogy az  1²x  és 9¢y  egészek miatt a bal 
oldal mindk®t t®nyezŖje eg®sz sz§m, m®gpedig az elsŖ t®nyezŖ a pozit²v, a m§sodik 
negatív. Ilyen egészek szorzata csak úgy lehet 7- , ha  

11=-x  és 710 -=-y   
vagy  

71=-x  és 110 -=-y . 
Az elsŖ lehetŖs®g az 2=x , 3=y , a második  az 8=x , 9=y  megoldásokat adja. 
 
 
3. Egy különbºzŖ sz§mjegyekbŖl §ll· hatjegyŤ sz§m sz§mjegyei (valamilyen 
sorrendben) 1, 2 , 3, 4, 5, 6 . Az elsŖ k®t sz§mjegybŖl §ll· k®tjegyŤ sz§m oszthat· 
2-vel, az elsŖ h§rom sz§mjegybŖl §ll· h§romjegyŤ sz§m oszthat· 3-mal és így 
tovább, maga a szám osztható 6-tal. Melyik ez a szám? 
 
Megoldás. A hatjegyŤ sz§m m§sodik, negyedik ®s hatodik jegye a 2-vel, 4-gyel és 6-
tal való oszthatóság miatt páros kell legyen, és az ötödik jegy az 5-tel oszthatóság 
miatt csak 5 lehet. Az elsŖ ®s a harmadik jegy teh§t csakis az 1 ®s a 3 lehet valamely 
sorrendben. A hárommal oszthatóság miatt a második jegy csak a 2 lehet, hiszen 

341 ++  illetve az 361 ++  egyike sem többszöröse a 3-nak. ĉgy ha sz§munk elsŖ 
három jegye sorrendben az 123, úgy a 4-gyel oszthatóság miatt a negyedik jegy csak a 
6 lehet, mivel 34 nem osztható 4-gyel, ekkor teh§t a hatjegyŤ sz§m a 123654. Ha 
pedig sz§munk elsŖ h§rom jegye rendre a 321, ¼gy a negyedik jegy ism®t csak a 6, 
hiszen a 14 nem nem többszöröse a 4-nek, számunk tehát most a 321654. Mindkét 
esetben a 6-tal oszthatóságot a szám párossága és jegyei összegének 
(1+2+3+4+5+6=21) 3-mal való oszthatósága biztosítja. 
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4. Jelölje egy háromszög csúcsait A , B  és C . Legyen az AC  oldal felezŖpontja 
E , a BC  oldal B -hez közeli harmadoló pontja D . Az AD  és BE  egyenesek 
metszéspontját jelölje F . Mekkora a BDF  háromszög és az FDCE  négyszög 
területének aránya? 
 
I.Megoldás. Húzzunk az E  ponton át egy, az AD -vel párhuzamos egyenest. Messe 
ez BC -t a G -ben (ábra). Mivel az DACD -ben E  felezŖpont ®s ADEG || , ezért EG  
e háromszög egyik középvonala és ennélfogva G  felezi a DC -t, G  tehát a BC -nek 
C -hez közelebbi harmadolópontja. Most tekintsük a DBEG -et. Ebben D  a BG -nek 
felezŖpontja ®s EGFD || , tehát FD  középvonala a háromszögnek, azaz F  felezi a 

BE -t. A DCDE  területe a DBEC  területének 
3
2 -a, hiszen CBCD

3
2
=  és ezekhez az 

oldalakhoz tartozó magasságaik azonosak. Így a DBDE  területe pedig a DBEC  

területének 
3
1 -a. Mivel F  felezi a BE -t, ezért a DBDF  területe és az DEFD  területe 

egyenlŖ, ®spedig a DBEC  területének 
6
1 -ával. A CDFE  négyszög területére tehát a 

DBEC  területének 
6
5 -a jut, és így a keresett területarány 5:1 .  

 
II.Megoldás: Fektessünk az E  ponton át egy, az CB -vel párhuzamos egyenest. 
Messe ez az AD -t a H  pontban. Az EH  középvonala az DACD -nek, hiszen E  

felezŖpont ®s CDEH || . Ennélfogva DCEH
2
1
= . Ám a D  harmadolópontja BC -

nek, vagyis DCBD
2
1
= , tehát BDEH = , amibŖl kºvetkezik, hogy az EHBD  

n®gyszºg paralelogramma, mert van k®t p§rhuzamos ®s egyenlŖ oldala. A 
paralelogrammát átlói (a BE  és a DH  szakaszok) n®gy egyenlŖ ter¿letŤ h§romszºgre 

darabolják, tehát DD = DEFBDF TT , ám a DBDE  területe a DBCE  területének 
3
1 -a, 

vagyis, DD = BCEBDF TT
6
1  és ezért D= BCECDFE TT

6
5 . A keresett arány tehát 5:1 .  

 
III.Megoldás: Húzzunk a B , a C  és az E  pontokon át AD -vel párhuzamos 
egyenest. Az E -re fektetett ilyen egyenes a DC  szakaszt felezi, mert az DACD -ben 
ez az egyenes középvonal. Húzzunk most a C , a D  és az utóbb nyert G  (a DC  
felezŖpontja, azaz a BC  másik harmadolópontja) pontokon át a BE -vel párhuzamost. 
Így az összehasonlításra váró két sokszöget egy paralelogramma-rácsba helyeztük, 
amelynek Ăr§csszemeiò egybev§g·ak, teh§t egyenlŖ ter¿letŤek is. A 9 egybev§g· 
lapból a DBEC  3 lapnyit tölt ki, hiszen a DBHC  területe 5.4  lapnyi, a DCEH  
területe pedig 5.1  lapnyi. A DBFD  területe 5.0  lapnyi, tehát a keresett arány 

5.2:5.0 , ami éppen az 5:1  ar§nnyal egyenlŖ.  
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9. évfolyam 
 
 
 
1. Precíz Peti felírta a számokat 1-tŖl 10000-ig. ElŖszºr al§h¼zta pirossal azokat a 
számokat, amelyek oszthatók 4-gyel, majd aláhúzta zölddel azokat, amelyek 
oszthatók 5-tel, végül aláhúzta kékkel az összes 6-tal oszthatót. Hány szám lett 
így aláhúzva pontosan két színnel? 
 
Megoldás. Piros és zöld színnel összesen 500 szám van aláhúzva, ugyanis ennyiszer 
van meg a 10000-ben a 4 és 5 legkisebb közös többszöröse. Zölddel és 833 szám van 
aláhúzva, pirossal és kékkel pedig 333. Mindegyik összegben szerepelnek azok a 
számok is, amelyek háromszor lettel aláhúzva. Ezek száma 166. A keresett 
sz§moss§got a kºvetkezŖ sz§mol§s adja: 

500 833 333 3 166 1666 498 1168.+ + - Ö = - =  
 
 
2. Melyek azok a k®tjegyŤ term®szetes sz§mok, amelyekre igaz, hogy maga a 
szám 17-tel nagyobb, mint számjegyeinek szorzata? 
 
I.Megoldás. Ha a k®tjegyŤ sz§m tizeseinek sz§m§t x , egyeseinek számát pedig y  
jelºli, akkor a felt®telek szerint k®tjegyŤ sz§mnkra 1710 +=+ xyyx , ahol 1²x  és 

90 ¢¢ y . Tegyük a fenti egyenletbe x  hely®re rendre a pozit²v egyjegyŤeket: 
1710 +=+ yy , 17220 +=+ yy , 17330 +=+ yy , 
17440 +=+ yy , 17550 +=+ yy , 17660 +=+ yy , 
17770 +=+ yy , 17880 +=+ yy , 17990 +=+ yy . 

A fenti egyenletek kºz¿l az elsŖnek nincs megold§sa, a m§sodikat kºvetŖ ºtnek ®s az 
utolsónak egész megoldása nincs. A másodikat az 3=y , m²g az utols· elŖttit az 

9=y  el®g²ti ki, teh§t k®t olyan k®tjegyŤ sz§m lehet, amely a felt®teleket kiel®g²ti, a 
23 és a 89. Mivel 231732 =+Ö  és 891798 =+Ö , a 23 és a 89 valóban megoldások.  
 
II. Megoldás: ElŖbbi jelºl®s¿nket megtartva a 1710 +=+ xyyx  egyenletet alakítjuk 
§t a kºvetkezŖk®ppen: 710100 ++--= yxxy . Tettük ezt azért, hogy a jobb oldal 
elsŖ n®gy tagj§t szorzatt§ alak²thassuk, mint 7)10)(1(0 +--= yx , amibŖl 

7)10)(1( -=-- yx . Most már látható, hogy az  1²x  és 9¢y  egészek miatt a bal 
oldal mindk®t t®nyezŖje eg®sz sz§m, m®gpedig az elsŖ t®nyezŖ a pozit²v, a m§sodik 
negatív. Ilyen egészek szorzata csak úgy lehet 7- , ha  

11=-x  és 710 -=-y   
vagy  

71=-x  és 110 -=-y . 
Az elsŖ lehetŖs®g az 2=x , 3=y , a második  az 8=x , 9=y  megoldásokat adja. 
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3. Egy sz§msorozat valamely tagj§t jobbminim§lisnak nevezz¿k, ha tŖle jobbra 
nem található nála kisebb szám. Például a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban 
jobbminim§lis sz§mok az 1 ®s a 3 (a jobbsz®lsŖ 5-öst nem tekintjük annak). Ezek 
alapján az említett sorozatban a második és az ötödik helyen áll jobbminimális 
szám. Hány olyan sorrendje (permutációja) van az 1, 2, …, 8 számoknak, 
amelyekben a második és az ötödik helyen (és esetleg másutt is) jobbminimális 
számok állnak? 
 
Megoldás. Ćll²tsuk ºssze a keresett permut§ci·t balr·l jobbra haladva. Az elsŖ helyen 
a 8 sz§m kºz¿l b§rmelyik §llhat. A m§sodik sz§m egy®rtelmŤen meghat§rozott, hiszen 
csak akkor lehet jobbminimális, ha a megmaradt számok közül a legkisebbet 
választjuk. A harmadik és a negyedik szám a megmaradtak közül bármelyik lehet. Az 
ötödik szám ismét kizárólag a még fel nem használt 4 szám közül a legkisebb lehet. A 
megmaradt 3 sz§mot be²rhatjuk tetszŖleges sorrendben. Ez ºsszesen 8Ā6Ā5Ā3Ā2Ā1 = 
1440 lehetséges sorrendet ad. 
 
 
4. Legyenek ax , bx  és cx  az ABC  hegyesszºgŤ h§romszºg tetszŖleges P  belsŖ 
pontjának rendre az a , b  és c  oldalaktól mért távolságai. Jelölje am , bm  és cm a 
megfelelŖ oldalakhoz tartoz· magass§gokat. Igazold, hogy 

1=++
c

c

b

b

a

a

m
x

m
x

m
x . 

 
 
 
 
 
 
 
Megoldás. Mivel  

( ) ( ) ( ) ( )Ter BCP Ter CAP Ter ABP Ter ABC+ + = , 
így elosztva mindkét oldalt ( )Ter ABC -vel adódik: 

( ) ( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

Ter BCP Ter CAP Ter ABP
Ter ABC Ter ABC Ter ABC

+ + = . 

Behelyettes²tve sorban a megfelelŖ h§romszºgek ter¿leteit kapjuk, hogy 

2 2 2 1

2 2 2

a b c

a b c

a x b x c x

a m b m c m

Ö Ö Ö

+ + =
Ö Ö Ö

. 

Elvégezve az egyszerŤs²t®seket megkapjuk a keresett egyenlŖs®get, azaz hogy 

1a b c

a b c

x x x
m m m
+ + = . 
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10. évfolyam 
 
 
1. A gºd®nyh§zi sºriv· versenyen h§rman ker¿ltek a dºntŖbe: a 
tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz·. A kijelºlt idŖ alatt a 
tŤzolt·parancsnok és a kántor együtt kétszer annyi sört ivott meg, mint a 
harangoz·. A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye viszont 
háromszor annyi, mint a kántoré. Ki nyerte a versenyt? 
 
I.Megoldás. Jelöljük a tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz· által elfogyasztott 
sörmennyiséget rendre t -vel, k -val és h -val. Ekkor 

2t k h+ =  és 3t h k+ = . 
A két egyenletet kivonva adódik, hogy 2 3k h h k- = - , azaz 4 3k h- , ahonnan 
belátható, hogy h k> . 
Megállapíthatjuk teh§t, hogy a k§ntor nem nyerhetett, ez®rt most m§r elegendŖ a 
tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· teljes²tm®nyét összehasonlítani. Ehhez a fenti 
egyenletrendszert úgy alakítjuk, hogy k  essen ki belŖle (3-mal szorozzuk az elsŖt ®s 
hozzáadjuk a másodikhoz), azaz 4 3 6 3t k h h k+ + = + , ahonnan 4 5t h= , vagyis t h> . 
Tehát a tŤzolt·parancsnok nyert. 
 
II.Megoldás. A tŤzolt·parancsnok olyan vödröt készíttetett, amelynek térfogata 
pontosan az Ŗ §ltala elfogyasztott sºr mennyis®g®vel egyezett meg. ĉgy az Ŗ 
teljesítménye 1 vödör volt. Jelöljük továbbra is a kántor és a harangozó által 
elfogyasztott sörmennyiséget rendre k -val és h -val. Ekkor a verseny jegyzŖkºnyve 
alapján tapasztaltakat már felírhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel: 

1 2k h+ =  és 1 3h k+ = . 
Az elsŖ egyenletbŖl 2 1k h= - , ezt a második egyenletbe helyettesítve 
1 3(2 1)h h+ = -  ad·dik. EbbŖl  

4
5

h =  és 4 32 1 2 1
5 5

k h= - = Ö - = . 

Mivel k  és h  kisebb 1-nél, ezért a tŤzolt·parancsnok nyert. 
 
III.Megoldás.  
A tŤzolt·parancsnok ®s a k§ntor egy¿tt kétszer annyi sört ivott meg, mint a 
harangozó. 
Eszerint a harangozó teljesítménye átlagos.  
Vagy van nála jobb és gyengébb, vagy mindhárom egyforma. 
 
A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye h§romszor annyi, mint a 
kántoré. 
Eszerint viszont, ha a k§ntor hely®re a harangoz· ker¿l a k®tfŖs csapatba, akkor a 
k®tfŖs csapat teljes²tm®nye javul a kimaradt egy fŖhºz k®pest, teh§t a harangoz· 
teljesítménye nagyobb a kántorénál.  
 
A fentiekbŖl bel§that·, hogy a sorrend: tŤzolt·parancsnok, k§ntor,harangozó. 
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2. Egy k®tjegyŤ sz§m sz§mjegyei kºz® ²rtunk egy sz§mjegyet. Az ²gy kapott 
h§romjegyŤ sz§m ®s az eredeti k®tjegyŤ sz§m sz§mtani kºzepe egyenlŖ az eredeti 
k®tjegyŤ sz§m sz§mjegyeinek felcser®l®s®vel kapott k®tjegyŤ sz§mmal. Mi volt az 
eredeti szám? 
 

Megoldás. Legyen az ab  k®tjegyŤ sz§m, k  pedig a számjegyei közé írt harmadik 

számjegy. A feltételek alapján baakbab
=

+
2

, vagyis a h§romjegyŤ sz§m kisebb 200-

nál (másképpen a számtani közép is háromjegyŤ). Teh§t az 1=a  és akkor 
2201010010 +=++++ bbkb , amely alapján bk 1810108 =+ , azaz )6(95 -= bk , 

tehát 9 osztója az k5 -nak, így a 0=k  vagy 9=k . Ha 0=k , akkor az eredeti szám 
16. Ha 9=k , akkor b94554 =+ , 11=b  pedig nem lehetséges.  
 
3. Az AB  és CD  egy O  középpontú körnek k®t, egym§sra merŖleges §tm®rŖje. 
Az OD  szakaszt felezŖ E  ponton halad az AF  húr, az AB  és CF  szakaszok 
metszéspontja a G  pont. Igazold, hogy az | | 3 | |OB OG= Ö  és a | | 3 | |CF DF= Ö . 
 
Megoldás. Jelölje r  a kör sugarát. Az DºD AFBAOE , mert k®t megfelelŖ szºg¿k 
egyenlŖ. Ugyanakkor Ï=Ï=Ï AFDCFABFC  (azonos hosszúságú ívekhez tartozó 

kerületi szögek), ezért GF  szºgfelezŖ az DAFB -ben, tehát | | | | 2
| | | | 1
AG AF
GB BF

= = , 

amibŖl 2 1 1| | | |
3 3 3

OG r r r OB= - = = , azaz | | 3 | |OB OG= Ö . Mivel 1| |
2

DE r=  és 

3| |
2

CE r= , ezért mivel EF  szºgfelezŖ a DCFD -ben, így | | | | 1
| | | | 3
DF DE
CF CE

= = , azaz 

| | 3 | |CF DF= Ö . 
 
4. Legyenek 1 2 3 2009, , , ,x x x x>  pozitív valós számok.  
Bizonyítsd be a kºvetkezŖket: 

a) Minden pozitív x  valós számra igaz, hogy 1(1 )
4

x x- ¢ . 

b) EgyidŖben nem teljes¿lhet a kºvetkezŖ egyenlŖtlens®gek mindegyike: 

1 2
1(1 )
4

x x- > , 2 3
1(1 )
4

x x- > , ..., 2008 2009
1(1 )
4

x x- > , 2009 1
1(1 )
4

x x- > . 
 
Megoldás. a)  

1(1 )
4

x x- ¢ , ebbŖl 2 1
4

x x- ¢ , ahonnan 24 4 1x x- ¢ , azaz 2(2 1) 0x + ² .  

b) Tegyük fel, hogy léteznek az §ll²t§sban szereplŖ olyan 1 2 3 2009, , , ,x x x x>  pozitív 
valós számok, amelyekre egyidŖben teljes¿lnek a fenti egyenlŖtlens®gek. Ekkor 
összeszorozva az egyenlŖtlenségeket azt kapjuk, hogy  

1 1 2 2 2009 2009 2009
1(1 ) (1 ) (1 )

4
x x x x x x- Ö - Ö Ö - >>  

Mivel 1(1 )
4

x x- ¢  minden x  pozitív valós szám esetén, így  

1 1 2 2 2009 2009 2009
1(1 ) (1 ) (1 )

4
x x x x x x- Ö - Ö Ö - ¢>  

adódik, ami ellentmondást eredményez, tehát a b) állítás igaz. 
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11. évfolyam 
 
 
1. A gºd®nyh§zi sºriv· versenyen h§rman ker¿ltek a dºntŖbe: a 
tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz·. A kijelºlt idŖ alatt a 
tŤzolt·parancsnok ®s a kántor együtt kétszer annyi sört ivott meg, mint a 
harangoz·. A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye viszont 
háromszor annyi, mint a kántoré. Ki nyerte a versenyt? 
 
I.Megoldás. Jelöljük a tŤzolt·parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz· által elfogyasztott 
sörmennyiséget rendre t -vel, k -val és h -val. Ekkor 

2t k h+ =  és 3t h k+ = . 
A két egyenletet kivonva adódik, hogy 2 3k h h k- = - , azaz 4 3k h- , ahonnan 
belátható, hogy h k> . 
Meg§llap²thatjuk teh§t, hogy a k§ntor nem nyerhetett, ez®rt most m§r elegendŖ a 
tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· teljes²tm®nyét összehasonlítani. Ehhez a fenti 
egyenletrendszert úgy alakítjuk, hogy k  essen ki belŖle (3-mal szorozzuk az elsŖt ®s 
hozzáadjuk a másodikhoz), azaz 4 3 6 3t k h h k+ + = + , ahonnan 4 5t h= , vagyis t h> . 
Tehát a tŤzolt·parancsnok nyert. 
 
II.Megoldás. A tŤzolt·parancsnok olyan vödröt készíttetett, amelynek térfogata 
pontosan az Ŗ §ltala elfogyasztott sºr mennyis®g®vel egyezett meg. ĉgy az Ŗ 
teljesítménye 1 vödör volt. Jelöljük továbbra is a kántor és a harangozó által 
elfogyasztott sörmennyiséget rendre k -val és h -val. Ekkor a verseny jegyzŖkºnyve 
alapján tapasztaltakat már felírhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel: 

1 2k h+ =  és 1 3h k+ = . 
Az elsŖ egyenletbŖl 2 1k h= - , ezt a második egyenletbe helyettesítve 
1 3(2 1)h h+ = -  ad·dik. EbbŖl  

4
5

h =  és 4 32 1 2 1
5 5

k h= - = Ö - = . 

Mivel k  és h  kisebb 1-nél, ezért a tŤzolt·parancsnok nyert. 
 
III.Megoldás.  
A tŤzolt·parancsnok és a kántor együtt kétszer annyi sört ivott meg, mint a 
harangozó. 
Eszerint a harangozó teljesítménye átlagos.  
Vagy van nála jobb és gyengébb, vagy mindhárom egyforma. 
 
A tŤzolt·parancsnok ®s a harangoz· egy¿ttes teljes²tm®nye h§romszor annyi, mint a 
kántoré. 
Eszerint viszont, ha a k§ntor hely®re a harangoz· ker¿l a k®tfŖs csapatba, akkor a 
k®tfŖs csapat teljes²tm®nye javul a kimaradt egy fŖhºz k®pest, teh§t a harangoz· 
teljesítménye nagyobb a kántorénál.  
 
A fentiekbŖl bel§that·, hogy a sorrend: tŤzolt·parancsnok, kántor,harangozó. 
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2. Felírtuk egy táblára 1-tŖl 2009-ig a számokat, majd valamelyik két 
szomszédost letöröltük, és helyettük felírtuk a különbségüket (a nagyobból 
kivonva a kisebbet). Ezt az eljárást addig ismételgettük, míg végül csak egy szám 
maradt a táblán. 
a) Mutassuk meg, hogy utolsó számként nem jöhet ki az 1000. 
b) Adjunk egy eljárást, amely utolsó számként az 1001-et eredményezi! 
 
Megoldás: a) Ha a számsorozatból kihúzok két számot és helyükbe írom a 
különbségüket (a nagyobból kivonva a kisebbet), akkor a  és b  szám esetén ( a b< ) a 
számsorozat tagjainak az összege  

( ) 2a b b a a- - + - = -  
szerint változik, vagyis a kisebb szám kétszeresével csökken. Ezek szerint az összeg 
paritása nem változik. A természetes számokat összegezve 2009-ig páratlan számot 
kapunk, mert négy szomszédos szám (két páratlan és két páros szám) összege mindig 
páros. 2008-ig a számok felbonthatók ilyen szomszédos számok alkotta 
számnégyesekre, tehát összegük is páros. Ehhez hozzáadva a 2009-et páratlan számot 
kapunk. 
A fentiek alapján 1000-et nem kaphatunk végeredményként, mivel páros szám, a 
kiindulásul vett számsorozat tagjainak összege pedig páratlan. 
b) Az elŖzŖ r®sz fejteget®se alapj§n nem lehetetlen, hogy tal§ljunk egy ilyen elj§r§st. 
Figyeljük ismét a szomszédos számokból képzett számnégyeseket. A zárójelbe tett 
számokat cseréljük ki a különbségükre: 

, 1, 2, 3a a a a+ + +  
( , 1),  ( 2, 3)a a a a+ + +  

1,               1  
(1,               1)  

0 
vagyis szomsz®dos sz§mokb·l §ll· sz§mn®gyesek null§ra cser®lhetŖk. Kºnnyen 
bel§that·, hogy tetszŖleges sz§m¼ 0 sorozatos cser®kkel egyetlen 0-ra cser®lhetŖ. 
Ezek alapján: 

1, 2,3, 4,   5,6,7,8,   ,   997,998,999,1000,   1001,>
1002,1003,1004,1005,   ,   2006, 2007, 2008,2009>  

(1, 2,3, 4),  ,  (997,998,999,1000),  1001,  (1002,1003,1004,1005),  ,  (2006, 2007, 2008,2009)> >
0,  ,                      0,              1001,                       0,  ,                                         0> >  

0,    1001,    0                             
       1001,    0                             

       (1001,    0)                             
        1001                                    

M§s megfelelŖ elj§r§s is l®tezik. 
 
 
3. Legyen az ABCD  trapéz ®rintŖn®gyszºg, amelynek az alapon fekvŖ szºgei a  

és b . Igazold, hogy | | ctg ctg
| | 2 2
AB
CD

a b
= Ö . 

 
Megoldás. Legyen S  az ABCD  trapéz beírt körének középpontja, és jelölje a beírt 
kör érintési pontjait az AB  és CD  oldalakkal rendre M  és 1M . Ekkor 
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ctg
2

AM MS a
= Ö  és ctg

2
BM MS b
= Ö , MS r=  a beírt kör sugara, ezért  

(ctg ctg ) ctg ctg
2 2 2 2

AB AM MB MS ra b a bå õ= + = Ö + = Ö +æ ö
ç ÷

.  

Mivel 
221
ap
-=ÏSDM  és 

221
bp
-=ÏSCM , ezért  

1 1 tg
2

DM M S a
= Ö  és 1 1 tg

2
CM M S b

= Ö , 

ebbŖl kºvetkezik, hogy  

1 1 1 tg tg tg tg
2 2 2 2

CD CM DM M S ra b a bå õ å õ= + = Ö + = Ö +æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

, 

vagyis  

ctg ctg
2 2 ctg ctg

2 2tg tg
2 2

AB
CD

a b
a b

a b

+
= = Ö

+
. 

 
 
4. Bizonyítsd be, hogy az  

0
2

11 22
2 =+-+-

n
nx

n
nx  

egyenlet gyökei valósak és irracionális számok minden n  természetes számra! 
 
Megoldás. A egyenlet gyökei valósak, ha a determináns 0D ²  és ha a D  nem teljes 
négyzetszám, akkor azok irracionálisak. Igazoljuk, hogy nincs olyan k  egész szám, 

amelyre teljesül: 2
222

2
141 k

n
n

n
nD =öö

÷

õ
ææ
ç

å +
+öö

÷

õ
ææ
ç

å +
= , azaz 2

2

234 1222 k
n

nnnn
=

++++ . 

Elégséges tehát igazolni, hogy 1222 234 ++++= nnnna  nem négyzetszám.  
Mivel annnnn <++=+ 23422 2)(  és annnnnn >++++=++ 1232)1( 23422 , a 
vizsgált összeg két négyzetszám között van, így az nem négyzetszám. 
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12. évfolyam 
 
 
1. Egy bank páncélszekr®ny®n tºbb k¿lºnbºzŖ z§r van. Kulcsaikat ¼gy osztott§k 
szét a bank négy pénztárosa között, hogy a páncélszekrény kinyitásához legalább 
h§rmuknak jelen kell lenni, de mind a n®gynek nem, hogy a n§luk levŖ 
kulcsokkal ki lehessen nyitni az összes zárat. (Egy zárhoz többüknél is lehet 
kulcs, és egy embernél többféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hány zár van a 
páncélszekrényen? 
 
Megoldás. Megmutatjuk, hogy legalább 6  zár van a páncélszekrényen. Mivel két 
pénztáros jelenléte kevés a nyitáshoz, ezért bármelyik két pénztáros együttes 
kulcsk®szlet®bŖl legal§bb egy z§r kulcsa hi§nyzik. B§rmelyik p®nzt§ros p§rosnak 
más-más kulcsa hiányzik a szekrény kinyitásához, mivel ha volna két páros, akikkel 
ugyanannak a kulcsnak a hiánya miatt nem lehet a páncélszekrényt kinyitni, akkor a 
párosokból való három pénztáros nem tudná kinyitni, holott a feltétel szerint ennyi 
p®nzt§ros erre mindig k®pes. A n®gy p®nzt§rosb·l hatf®lek®ppen v§laszthat· ki kettŖ, 
tehát a fentiek miatt legalább ennyi zár van.  
Ha a pénztárosokat A, B, C és D jelöli, a zárakat, illetve a hozzájuk tartozó kulcsokat 
az 1, 2, 3, 4, 5 és 6, akkor az alábbi táblázat mutatja, hogy 6 zárra teljesülhet 
valamennyi felt®tel (a + jelenti a p®nzt§rosn§l levŖ kulcsot): 
 
 

 1 2 3 4 5 6 
A + + +    
B +   + +  
C  +  +  + 
D   +  + + 

 
 

2. Határozd meg a 
3 3 4 4sin cos sin cos

1 2 sin 1 2 sin
x x x x

x x
+ -

=
+ +

 egyenlet valós megoldásait! 

 
Megoldás. Szorozzuk meg az egyenletet 1 2 sin x+ -el, ekkor 1 2 sin 0x+ ¸ , 

ahonnan 2sin
2

x ¸ - , vagyis 5 2
4

x kp p¸ +  és 7 2
4

x kp p¸ + . Ekkor az egyenlet így 

alakul: 
 

3 3 4 4sin cos sin cosx x x x+ = -  
( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2sin cos sin sin cos cos sin cos sin cosx x x x x x x x x x+ - + = - +  
( )( ) ( )( )sin cos 1 sin cos sin cos sin cos 1x x x x x x x x+ - = - + Ö  
( )( ) ( )( )sin cos 1 sin cos sin cos sin cos 0x x x x x x x x+ - - - + =  
( )( )sin cos 1 sin cos sin cos 0x x x x x x+ - - + =  
( ) ( )sin cos 0 1 sin cos sin cos 0x x x x x x+ = Ù - - + =  

( )( )1 sin 1 cos 0x x- + =  
1 sin 0 1 cos 0x x- = Ù + =  
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1
3 2 sin 1 cos 1
4

x k x xp p= + = = -  

2 3 4
7 2 2 2
4 2

x k x k x kp pp p p p= + = + = +  

Mivel 2
7 2
4

x kp p= +  értéket kizártuk, így az adott trigonometrikus egyenlet 

megoldása az { }32 , 2 , 2
2 4

M k k kp p
p p p p= + + +  halmaz. 

 
 
3. Az ( )21 2y x= - +  parabola 1P  és 2P  pontjából az ( )1, 2A  és ( )1,6B  pontok 
által meghatározott szakasz derékszögben látszik. Mekkora az 1 2APBP  négyszög 
területe? 
 
Megoldás. Mivel a 1P  és 2P  pontokból az AB  szakasz derékszögben látszik, ezért 1P  
és 2P  illeszkedik az AB  szakasz Thálesz-körére, amelynek középpontja a ( )1,4C  

pont, sugara 2 , az egyenlete tehát ( ) ( )221 4 4x y- + - = . Mivel 1P  és 2P  illeszkedik a 

parabolára is, így ( )21 2y x= - + -tŖt a kºr egyenlet®be helyettes²tve 

( ) ( )
22 21 1 2 4 4x xè ø- + - + - =ê ú . Ennek az egyenletnek a megoldásai 

1 2 31, 1 3, 1 3x x x= = - = + . 1 1x =  az ,A B  pontokat adj§k, a m§sik kettŖbŖl 
5y = . 

Így az 1 2APBP  négyszög deltoid, területe 1 2 4 3
2

AB PPt Ö
= = . 
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4. Határozd meg azt a pozitív x  számot, melyre az  

( )
ö
÷
õ

æ
ç
å ++ö

÷
õ

æ
ç
å +

-ö
÷
õ

æ
ç
å +-ö

÷
õ

æ
ç
å +
=

3
3

3

6
6

6

11

211

x
x

x
x

x
x

x
x

xf  

f¿ggv®ny a lehetŖ legkisebb ®rt®k®t veszi fel! Hat§rozd is meg ezt a legkisebb 
értéket! 
 

Megoldás. Vezessük be az t
x

x =+
1  helyettesítést. Ekkor  

=ö
÷
õ

æ
ç
å +-ö
÷
õ

æ
ç
å +=+ 2

2
3

3 1111
x

x
x

x
x

x  

( )3311 2
2

-=ö
ö
÷

õ
æ
æ
ç

å
-ö

÷
õ

æ
ç
å +ö
÷
õ

æ
ç
å += tt

x
x

x
x  

( )222
2

3
3

6
6 3121

-Ö=ö
÷
õ

æ
ç
å +=++ tt

x
x

x
x  

ezért  

( ) ( )
( ) t

tt
tt

ttt
tttxf 3

32
96

3
3

3

24

23

2226

=
-
-

=
-+
--

=  

mivel 2²t , ezért ( ) 6²xf , tehát f  legkisebb értéke 6, ha 1=x . 
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A VII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
DÍJAZOTTJAI 

 
8. évfolyam 
1. Bíró Dominik, Kizúr István Általános Iskola, Szabadka, I. díj 
2. Horti Krisztina, Stevan Sremac Általános Iskola – Emlékiskola, Zenta, I. díj 
3. Pósa Vivien, Kis Ferenc Általános Iskola, Orom, III. díj 
4. Pataki Zsóka, Stevan Sremac Általános Iskola – November 11, Zenta, dicséret 
5. Vörös Friderika, Stevan Sremac Általános Iskola – November 11, Zenta, dicséret 
 
9. évfolyam 
1. Nagy Henrietta, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
2. Gyorgyevics Elvira, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
3. Kiskároly Tímea, Dositej Obradoviĺ Gimnázium, Topolya, III. díj 
4. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Szabadka, dicséret 
5. Somogyi Hunor, MŤszaki Iskola, Szabadka, dicséret 
 
10. évfolyam 
1. Piri Annamária, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Ripcó Ákos, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
3. Körmöczi Andor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
4. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
5. Gyarmati Dénes, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
6. KŖrºsi Bal§zs, MŤszaki Kºz®piskola, Ada, III. díj 
 
11. évfolyam 
1. Kovacsics Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
2. B§lind Ćrp§d, MŤszaki Kºz®piskola, Ada, I. díj 
3. Farkas Laura, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, II. díj 
4. Vrbaski Iván, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
 
12. évfolyam 
1. Kecsenovics Egon, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Balassa Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
3. Tóth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
4. Ágó Krisztina, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
5, Kovacsics Tóbiás, MŤszaki Kºz®piskola, Óbecse, III. díj 
6. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
7. Guzsvány Szandra, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 

 

 Díjazottak 
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A VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 

 
ElŖad·: dr. Klukovits Lajos 
ElŖad§s c²me: Egy mŤv®szetbŖl sz¿letett tudom§ny, a projekt²v geometria  
 
 
 
 
 
 

 
 

K®sz¿lŖd®s a versenyre. 
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VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2010. december 4. 

 
 

 
 

8. évfolyam 
 
 
1. A nyáron egy kis faluban volt az osztály kirándulni. Az egyetlen bolt 
§ruk®szlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsŖ v§s§rl·k ®s a kiflik 
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy ötödét elvittük, és ezért 1800 dinárt fizettünk. 
M§snap az elŖzŖ napival azonos §ruk®szletbŖl a kifliknek ®s a zsemléknek is a 
harmadát, a tejnek negyedét vittük el és most 1500 dinárt fizettünk. Harmadnap 
megint másként rendeltek az osztálytársak, és most a kiflik hatodát, a zsemlék öt 
tizenketted részét, a tejnek három tized részét vittük el. Mennyit fizettünk a 
harmadik napon?  
 
 
2. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapkákat. Adott az alábbi három igaz állítás: 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
El lehet-e dönteni a fenti állításokból, hogy pontosan hány zöld sapka van a 
dobozban? Indokold! 
 
 
3. Add meg az 18022 =+ xyx  egyenlet pozitív egész megoldásait! 
 
 
4. Az ABC  háromszögben 90a b= + ¯ . Tükrözzük a háromszöget a C  csúcsból 
induló magasságvonalra. Így kapjuk az CBA ¡¡¡  háromszöget. Bizonyítsd be, hogy 
a ABC ¡  h§romszºg der®kszºgŤ! 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2010. december 4. 

 
 

 
 

9. évfolyam 
 
 
1. Egy matematika teszt megírásában egy középiskola 100 tanulója vett részt, és 
az átlagpontszámuk 100 pont volt. Az alsóévesek száma 50%-kal több, mint a 
felsŖ®vesek®, a felsŖ®vesek §tlaga pedig 50%-kal több, mint az alsóéveseké. 
Mennyi a felsŖ®vesek §tlagpontsz§ma? 
 
 
2. Melyik az a legnagyobb természetes szám, amely kisebb a számjegyei 
négyzetösszegénél? 
 
 
3. Az ABC  egyenlŖsz§r¼ h§romszºgben ( | | | |AC BC= ) a B  cs¼csn§l l®vŖ belsŖ 
szºg szºgfelezŖje a szemkºzti oldalt egy P  pontban metszi. Bizonyítsd be, hogy 
| | 2 | |BP AP< . 
 
 
4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapk§kat. A kºvetkezŖ n®gy §ll²t§sb·l pontosan h§rom igaz. 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Ha kiveszünk 46 sapkát, lehet, hogy nincs köztük sem piros, sem kék. 
(4) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
Hány zöld sapka van a dobozban? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2010. december 4. 

 
 

 
 

10. évfolyam 
 
 
1. Ha a  és b  valós számok és ]1,1[-Íab , akkor igazold, hogy  

).1)((4)2( 2 ++²++ abbaba  
 
 
2. Egy szºcske ugr§l a kºr ker¿let®n az ·ramutat· j§r§s§val megegyezŖ ir§nyba. 
Az elsŖ ugr§snak egy 1¯ -os középponti szög felel meg, a második ugrásnak egy 
2¯ -os középponti szög felel meg, és általában a k -adik ugrásának egy k¯ -os 
kºz®pponti szºg felel meg. H§nyadik ugr§s§val ker¿l elŖszºr olyan pontra, ahol 
már járt? 
 
 
3. Az ABC  háromszög oldalain adottak az BCM Í , ACN Í  és ABPÍ  pontok 
úgy, hogy AM , BN  és CP  egyenesek egy pontban Q -ban metszik egymást. 
Határozd meg a háromszög A  és B  szögeinek mértékét, ha 20BAMÏ = ¯ , 

30ABNÏ = ¯ , 20BCPÏ = ¯  és 30ACPÏ = ¯ . 
 
 
4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapk§kat. A kºvetkezŖ n®gy §ll²t§sb·l pontosan h§rom igaz. 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Ha kiveszünk 46 sapkát, lehet, hogy nincs köztük sem piros, sem kék. 
(4) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
Hány zöld sapka van a dobozban? 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2010. december 4. 

 
 

 
 

11. évfolyam 
 
 
1. Egy szºcske ugr§l a kºr ker¿let®n az ·ramutat· j§r§s§val megegyezŖ ir§nyba. 
Az elsŖ ugr§snak egy 1¯ -os középponti szög felel meg, a második ugrásnak egy 
2¯ -os középponti szög felel meg, és általában a k -adik ugrásának egy k¯ -os 
kºz®pponti szºg felel meg. H§nyadik ugr§s§val ker¿l elŖszºr olyan pontra, ahol 
már járt? 
 
 
2. Igazold, hogy nem léteznek olyan m  és n  pozitív egész számok, amelyekre 

2 4m n+  és 2 4n m+  is négyzetszám! 
 
 
3. Bizonyítsd be, hogy: 

1 cos cos3 cos 7 sin152 4 8 16
cos cos 2 cos 4 cos8 sin16

x x x x
x x x x x
+ + + = . 

 
 
4. Melyik a nagyobb, 2011log 2010  vagy 2012log 2011? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2010. december 4. 

 
 

 
 

12. évfolyam 
 
 
1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:  

6 6 65x y+ = , 
4 2 2 4 13x x y y- + = . 

 
 
2. Melyik a nagyobb, 2011log 2010  vagy 2012log 2011? 
 
 
3. AB  §tm®rŖjŤ f®lkºrbe be²rtunk egy ABCD  konvex négyszöget ( C  és D  egy 
félkörön vannak). Legyen P  a CD  oldal egy tetszŖleges pontja, valamint Q  a P  
merŖleges vet¿lete az AB -re. Igazold, hogy: 

2| | | | | | | | | |QA QB PC PD PQÖ - Ö = . 
 
 
4. Az 1 2 3, , ,a a a >  pozitív számok számtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak. 
Igazold, hogy: 

1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1

n n n n na a a a a a a a a a a-

å õ
+ + + = + + +æ ö+ ç ÷

? ? . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 
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A VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
 FELADATAINAK MEGOLDÁSAI 

 
 

8. évfolyam 
 
 
1. A nyáron egy kis faluban volt az osztály kirándulni. Az egyetlen bolt 
§ruk®szlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsŖ v§s§rl·k ®s a kiflik 
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy ötödét elvittük, és ezért 1800 dinárt fizettünk. 
M§snap az elŖzŖ napival azonos §ruk®szletbŖl a kifliknek ®s a zseml®knek is a 
harmadát, a tejnek negyedét vittük el és most 1500 dinárt fizettünk. Harmadnap 
megint másként rendeltek az osztálytársak, és most a kiflik hatodát, a zsemlék öt 
tizenketted részét, a tejnek három tized részét vittük el. Mennyit fizettünk a 
harmadik napon?  
(A megoldásban jelöljük a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi árukészletének 
árát k , z  és t  betŤkkel.) 
 
Megoldás. Ha a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi árukészletének árát k , z  és t  
betŤkkel jelºlj¿k, akkor  

900
432
=++

tzk  és 660
543
=++

tzk . 

Arra vagyunk kíváncsiak, hogy mennyi 
20126
tzk

++  értéke. 

Az elsŖ k®t felt®telbŖl nem tudjuk meghat§rozni k , z  és t  értékét. 
Mégis milyen összefüggés lehet a három törtkifejezés között? 
Némi próbálgatás után rájöhetünk, hogy ha az elsŖ egyenletbŖl kivonjuk az m§sodik 
egyenletet, akkor megkapjuk a keresett értéket. Valóban, 

2054
t   ,

1243
z   ,

632
ttzzkkk

=-=-=- . 

Eszerint a harmadik napon 900–660 = 240 dinárt fizettünk. 
 
 
2. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapkákat. Adott az alábbi három igaz állítás: 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
El lehet-e dönteni a fenti állításokból, hogy pontosan hány zöld sapka van a 
dobozban? Indokold! 
 
Megoldás. Vizsgáljuk meg sorban, melyik állításból milyen következtetést vonhatunk 
le a zöld sapkák számáról.  
(1) Legfeljebb 62 nem feh®r sapka van, ²gy zºldbŖl 24152362 =-- -nél nem lehet 
több. (Az állításból nem következik, hogy pontosan 24 zöld van, hiszen lehet, hogy 
már 60 kihúzott sapka között is van zöld.) 
(2) Összesen 58201523 =++  nem zöld sapkánk van, így ez az állítás mindig igaz.  
(3) A nem piros sapkák száma 53, azaz 18201553 =--  zöld sapka van a dobozban. 
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3. Add meg az 18022 =+ xyx  egyenlet pozitív egész megoldásait! 
 
I.Megoldás. Használjuk fel az )1(222 +=+ yxxyx  azonosságot. Mivel 1+y  egész, 
ezért 2x  a 180  osztója. Ki kell keresni a 180  osztói közül a négyzetszámokat. A 

532180 22 ÖÖ=  pr²mt®nyezŖs felbont§s§b·l a megfelelŖ oszt·k az 1, 422 = , 932 = , 
3632 22 =Ö . A megoldást adó ),( yx  párok tehát: )179,1( , )44,2( , )19,3( , )4,6( .  

 
II.Megoldás: 2x  és yx2  is pozitív egész, így kisebb 180-nál. 2x  nem nagyobb yx2 -

nál, így legfeljebb 90
2

180
= . Soroljuk fel a 90-nél nem nagyobb négyzetszámokat, és 

számoljuk ki mindegyik esetben 2

2180
x

x-  értékét. Ha egészet kapunk hányadosként, 

akkor megoldást találtunk. Ha a hányados nem egész, akkor az x  érték nem ad 
megoldást.  

x  1 2 3 4 5 6 7 8 
2x  1 4 9 16 25 36 49 64 

2

2180
x

xy -
=  

179 44 19 
4
41  

5
31  

4 
49

131  
2
29  

 
A megoldások: 1=x , 179=y , 2=x , 44=y , 3=x , 19=y  és 6=x , 4=y . 
 
 
4. Az ABC  háromszögben 90a b= + ¯ . Tükrözzük a háromszöget a C  csúcsból 
induló magasságvonalra. Így kapjuk az CBA ¡¡¡  háromszöget. Bizonyítsd be, hogy 
a ABC ¡  h§romszºg der®kszºgŤ! 
 
Megoldás. Az 90a > ¯ , vagyis tompaszög a feltétel szerint. Ezért a C  csúcsból 
induló magasság T  talppontja az AB  szakaszon kívül van.  

 
A CT  egyenesre való tükrözés miatt Ï¡¡= BACa , ez az D¡BCA  k¿lsŖ szºge is, ez®rt 

ba +Ï¡= ABC , 
ami az 90a b= ¯+  feltétellel egybevetve a  

a90=Ï¡ABC  
azonosságot adja. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



130 
 

II.Megoldás: Az állítás igazolására elég megmutatnunk, hogy amCA ||¡ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Az am  az AB  félegyenessel 90 b¯ -  szöget zár be, míg a AC ¡  ugyanezzel a 
félegyenessel  

180 180 ( 90 ) 90a b b¯ - = ¯- + ¯ = ¯-  
szöget. A két egyenes CA¡  és am  valóban párhuzamosak, és ezt kellett igazolni. 
 
III.Megoldás:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Emeljünk a C  pontban a BC -re merŖlegest. Ez a merŖleges messe az AB  egyenest 
az *A  pontban. *A  különbözik az A  ponttól, mivel 90BCAÏ < ¯ . Ha belátjuk, hogy  

Ï=Ï ** CAAACA , 
akkor beláttuk, hogy az A -nak a CT -re vonatkozó tükörképe az *A , és ezzel 
bebizonyítottuk a feladatbeli állítást. Az DCBA*  der®kszºgŤ, teh§t  

* 90 .CAA bÏ = ¯-  
A feltételek miatt  

* 180 180 (90 ) 90CAA a b bÏ = ¯- = ¯- ¯+ = ¯- , 
és éppen ezeket kellett belátnunk. 
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9. évfolyam 
 
 
1. Egy matematika teszt megírásában egy középiskola 100 tanulója vett részt, és 
az átlagpontszámuk 100 pont volt. Az alsóévesek száma 50%-kal több, mint a 
felsŖ®vesek®, a felsŖ®vesek §tlaga pedig 50%-kal több, mint az alsóéveseké. 
Mennyi a felsŖ®vesek §tlagpontsz§ma? 
 
Megoldás. Ha a felsŖ®ves tanul·k l®tsz§m§t t2 -vel jelöljük, akkor az alsóévesek 
száma t3 . Mivel a kettŖ ºsszege, az t5  éppen 100, ezért 20=t , amibŖl kºvetkezik, 
hogy 60 als·®ves ®s 40 felsŖ®ves vett r®szt a tesztel®sen. 
Az alsóévesek átlagpontszámát jelöljük a2 -val. Ekkor a felsŖ®vesek §tlagpontsz§ma 

a3 . Az egész iskola átlagpontszáma: ( ) aaaa 4,2
100
240

100
340260

==
Ö+Ö . Mivel ez a 

szám 100-zal egyenlŖ, ²gy 
3

125
4,2

100
==a . A felsŖ®vesek pontsz§m§nak §tlaga ennek 

a háromszorosa, azaz 125. 
 
 
2. Melyik az a legnagyobb természetes szám, amely kisebb a számjegyei 
négyzetösszegénél? 
 
Megoldás. A keresett számot jelölje 011... aaaaN nn -= . Ekkor 

2
0

2
1

2
1

2
011 ...10...1010 aaaaaaaa nn

n
n

n
n ++++<+Ö++Ö+Ö -- . 

Átrendezés után kapjuk az  
(*)           ( ) ( ) ( ) ( ) 0110...1010 00111

1
1 <-+-++-+- -

-
- aaaaaaaa n

n
nn

n
n  

egyenlŖtlens®get, amelynek csak az utols· tagja lehet negat²v. Az utolsó tag minimális 
értéke ( ) 72919 -=-Ö . Ha 2²k  és 0¸ka , akkor ( ) ( ) 90910110 >-Ö>- k

k
k

k aa . 
Ebben az esetben a (*) egyenlŖtlens®g baloldala nem lehet negat²v, ²gy az 0=ka , 
vagyis a szám legfeljebb k®tjegyŤ. A k®tjegyŤ sz§mok kºz¿l a 99-re teljesül a feladat 
feltétele, így ez a keresett szám. 
 
 
3. Az ABC  egyenlŖsz§r¼ h§romszºgben ( | | | |AC BC= ) a B  cs¼csn§l l®vŖ belsŖ 
szºg szºgfelezŖje a szemközti oldalt egy P  pontban metszi. Bizonyítsd be, hogy 
| | 2 | |BP AP< . 

Megoldás. Az R  pont illeszkedjen a BC  oldalra úgy, 
hogy a PR  szakasz párhuzamos legyen az alappal. Ekkor 
az ABRP  n®gyszºg egyenlŖsz§r¼ trap®z, mert van 
p§rhuzamos oldalp§rja, ®s az alapon fekvŖ szºgei 
egyenlŖk. Tov§bb§ 

Ï=Ï BPRABP , mert váltószögek,  
Ï=Ï RBPABP , mert PB  szºgfelezŖ, teh§t  

Ï=Ï RBPBPR . 
| | | |PR RB= , mert a BPR  háromszög azonos 

nagyságú szögeivel szemben fekszenek.  
A háromszög-egyenlŖtlens®gbŖl kiindulva a fenti 

megfigyeléseink alapján | | | | | | 2 | | 2 | |BP PR RB RB AP< + = = . 
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4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapk§kat. A kºvetkezŖ n®gy §ll²t§sb·l pontosan h§rom igaz. 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Ha kiveszünk 46 sapkát, lehet, hogy nincs köztük sem piros, sem kék. 
(4) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
Hány zöld sapka van a dobozban? 
 
Megoldás. Vizsgáljuk meg sorban, melyik állításból milyen következtetést vonhatunk 
le a zöld sapkák számáról.  
(1) Legfeljebb 62 nem feh®r sapka van, ²gy zºldbŖl 24152362 =-- -nél nem lehet 
több. (Az állításból nem következik, hogy pontosan 24 zöld van, hiszen lehet, hogy 
már 60 kihúzott sapka között is van zöld.) 
(2) Összesen 58201523 =++  nem zöld sapkánk van, így ez az állítás mindig igaz.  
(3) A feh®r ®s a zºld sapk§k sz§ma legal§bb 46, teh§t zºldbŖl legal§bb 26 van. 
(4) A nem piros sapkák száma 53, azaz 18201553 =--  zöld sapka van a dobozban.  
 Az (1) és a (3) egymásnak ellentmondó állítások, tehát közülük az egyik hamis. 
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt ºsszevetve az elŖzŖ felt®telekkel azt kapjuk, hogy a 
(3) a hamis állítás, és 18 zöld sapka van a dobozban. 
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10. évfolyam 
 
 
1. Ha a  és b  valós számok és ]1,1[-Íab , akkor igazold, hogy  

).1)((4)2( 2 ++²++ abbaba  
 
Megoldás. Az egyenlŖtlens®g ekvivalens az 

)(4)(44)(4)( 2 baabbababa +++²++++  
egyenlŖtlens®ggel. Mivel ebbŖl  

04)(4)( 2 ²++-+ abbaba , 
majd hozzáadva és kivonva 224 ba -et adódik, hogy 

0)1(44)(4)( 22222 ²-+++-+ babaabbaba . 
EbbŖl ad·dik, hogy  

0)1(4)2( 222 ²-+-+ baabba , 
mert mindkét tag nemnegatív. 
 
 
2. Egy szºcske ugr§l a kºr ker¿let®n az ·ramutat· j§r§s§val megegyezŖ ir§nyba. 
Az elsŖ ugr§snak egy 1¯ -os középponti szög felel meg, a második ugrásnak egy 
2¯ -os középponti szög felel meg, és általában a k -adik ugrásának egy k¯ -os 
kºz®pponti szºg felel meg. H§nyadik ugr§s§val ker¿l elŖször olyan pontra, ahol 
már járt? 
 
Megoldás. A k -adik ugrás után a szöcske helyzet®t jellemzŖ kºz®pponti szºg 
mértéke 

( )11 2 3 ...
2

k kk +
+ + + + = , 

így ha m k> , a k -adik és m -edik lépés után pontosan akkor kerül a szöcske 
ugyanabba a pontba ha 

nkkmm 360
2

)1(
2

)1(
=

+
-

+

 
ahol n NÍ . Innen 

2 2 720m k m k n- + - = , 
illetve 

( )( ) 4 21 720 2 3 5m k m k n n- + + = = Ö Ö Ö  . 
Mivel az m k-  és 1m k+ +  paritása nem azonos, az elŖbbi egyenlet csak akkor 
teljesülhet, ha  

( )16 m k-   vagy   ( )16 1m k+ + . 
Mivel m k> , és a legkisebb megoldást keressük így feltételezzük hogy 1n = , ezért az 
alábbi egyenletrendszereket vizsgáljuk: 

481
15
=++

=-
km
km

  és 451
16
=++

=-
km
km

. 
Az elsŖ esetben 30m =  és 14k = , míg a másodikban 31m =  és 16k = . Látható, 
hogy 30m =  a kisebb megoldás, tehát a szöcske 30  ugrás után ker¿l elŖszºr olyan 
pontba, ahol már korábban is járt. 
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3. Az ABC  háromszög oldalain adottak az BCM Í , ACN Í  és ABPÍ  pontok 
úgy, hogy AM , BN  és CP  egyenesek egy pontban Q -ban metszik egymást. 
Határozd meg a háromszög A  és B  szögeinek mértékét, ha 20BAMÏ = ¯ , 

30ABNÏ = ¯ , 20BCPÏ = ¯  és 30ACPÏ = ¯ . 
 
Megoldás. Ï=Ï PCNPBN , ezért a PBCN  h¼rn®gyszºg, amibŖl kºvetkezik, hogy 

20PNB PCBÏ = Ï = ¯ . Ennek alapján Ï=Ï PAQPNQ , ezért a PANQ  húrnégyszög. 
180APQ ANQÏ+ Ï = ¯ , ugyanakkor Ï=Ï ANQAPQ , mert az ABN  és APC  

háromszögek hasonlóak. Tehát a BN , CP  és AM  a háromszög magasságvonalai. 
EbbŖl ad·dik, hogy 90 40MAC ACMÏ = ¯ - Ï = ¯ , továbbá hogy 60BACÏ = ¯  és az 

180 (50 60 ) 70ABCÏ = ¯- ¯ + ¯ = ¯ . 
 
 
4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahány zöld sapka van. Ezek csak 
a színükben különböznek. A dobozból csukott szemmel találomra vehetünk ki 
sapk§kat. A kºvetkezŖ n®gy §ll²t§sb·l pontosan h§rom igaz. 
(1) Ha kiveszünk 63 sapkát, biztosan van köztük fehér. 
(2) Legalább 59 sapkát kell kivennünk ahhoz, hogy biztosan legyen köztük zöld. 
(3) Ha kiveszünk 46 sapkát, lehet, hogy nincs köztük sem piros, sem kék. 
(4) Legfeljebb 53 sapkát vehetünk ki úgy, hogy ne legyen köztük piros. 
Hány zöld sapka van a dobozban? 
 
Megoldás. Vizsgáljuk meg sorban, melyik állításból milyen következtetést vonhatunk 
le a zöld sapkák számáról.  
(1) Legfeljebb 62 nem feh®r sapka van, ²gy zºldbŖl 24152362 =-- -nél nem lehet 
több. (Az állításból nem következik, hogy pontosan 24 zöld van, hiszen lehet, hogy 
már 60 kihúzott sapka között is van zöld.) 
(2) Összesen 58201523 =++  nem zöld sapkánk van, így ez az állítás mindig igaz.  
(3) A feh®r ®s a zºld sapk§k sz§ma legal§bb 46, teh§t zºldbŖl legal§bb 26 van. 
(4) A nem piros sapkák száma 53, azaz 18201553 =--  zöld sapka van a dobozban.  
 Az (1) és a (3) egymásnak ellentmondó állítások, tehát közülük az egyik hamis. 
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt ºsszevetve az elŖzŖ felt®telekkel azt kapjuk, hogy a 
(3) a hamis állítás, és 18 zöld sapka van a dobozban. 
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11. évfolyam 
 
 
1. Egy szöcske ugrál a kör kerületén az óramutató jár§s§val megegyezŖ ir§nyba. 
Az elsŖ ugr§snak egy 1¯ -os középponti szög felel meg, a második ugrásnak egy 
2¯ -os középponti szög felel meg, és általában a k -adik ugrásának egy k¯ -os 
kºz®pponti szºg felel meg. H§nyadik ugr§s§val ker¿l elŖszºr olyan pontra, ahol 
már járt? 
 
Megoldás. A k -adik ugrás után a szöcske helyzet®t jellemzŖ kºz®pponti szºg 
mértéke 

( )11 2 3 ...
2

k kk +
+ + + + = , 

így ha m k> , a k -adik és m -edik lépés után pontosan akkor kerül a szöcske 
ugyanabba a pontba ha 

nkkmm 360
2

)1(
2

)1(
=

+
-

+

 
ahol n NÍ . Innen 

2 2 720m k m k n- + - = , 
illetve 

( )( ) 4 21 720 2 3 5m k m k n n- + + = = Ö Ö Ö  . 
Mivel az m k-  és 1m k+ +  paritása nem azonos, az elŖbbi egyenlet csak akkor 
teljesülhet, ha  

( )16 m k-   vagy   ( )16 1m k+ + . 
Mivel m k> , és a legkisebb megoldást keressük így feltételezzük hogy 1n = , ezért az 
alábbi egyenletrendszereket vizsgáljuk: 

481
15
=++

=-
km
km

  és 451
16
=++

=-
km
km

. 
Az elsŖ esetben 30m =  és 14k = , míg a másodikban 31m =  és 16k = . Látható, 
hogy 30m =  a kisebb megoldás, tehát a szöcske 30  ugrás után ker¿l elŖszºr olyan 
pontba, ahol már korábban is járt. 
 
 
 
2. Igazold, hogy nem léteznek olyan m  és n  pozitív egész számok, amelyekre 

2 4m n+  és 2 4n m+  is négyzetszám! 
 
Megoldás. Feltételezzük, hogy léteznek ilyen m  és n  számok, amelyekre 2 4m n+  és 

2 4n m+  is négyzetszámok. A két kifejezésben n  és m  „szimmetrikusan” 
helyezkednek el, ezért az általánosságra való kihatás nélkül feltételezhetjük, hogy 
például m n¢ . Ekkor 

( )22 2 2 24 4 4 4 2n n m n n n n n< + ¢ + < + + = + . 
Ha  

( )22 4 2n m n+ < +  
és 2 4n m+  négyzetszám, akkor csakis ( )22 4 1n m n+ = +  teljesülhet. EbbŖl viszont 
4 2 1m n= +  ami ellentmondás, mivel 4m  páros 2 1n + pedig páratlan szám. Így a 
feltételezésünk helytelen, vagyis nem léteznek ilyen m  és n  számok. 
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3. Bizonyítsd be, hogy: 
1 cos cos3 cos 7 sin152 4 8 16

cos cos 2 cos 4 cos8 sin16
x x x x

x x x x x
+ + + = . 

 
Megoldás. Mivel  
 

1 2sin 2sin
cos 2sin cos sin 2

x x
x x x x
= = , 

így 
( )2sin 2cos 2 2 sin cos 2 cos sin 2 4sin 3

sin 2 cos 2 2sin 2 cos 2 sin 4
x x x x x x x
x x x x x

Ö +
+ = = , 

 
( )4sin 3 4cos3 2 4 sin 3 cos 4 cos3 sin 4 8sin 7

sin 4 cos 4 2sin 4 cos 4 sin8
x x x x x x x

x x x x x
Ö + +

+ = = , 

 
( )8sin 7 8cos 7 2 8 sin 7 cos8 cos 7 sin8 16sin15

sin8 cos8 2sin8 cos8 sin16
x x x x x x x

x x x x x
Ö +

+ = = . 

 
 
4. Melyik a nagyobb, 2011log 2010  vagy 2012log 2011? 
 
Megoldás. Az a kérdés, hogy milyen reláció a ɟ, ha 2011 2012log 2010 log 2011r ? 
Ha 2011 2012log 2010 log 2011r  relációt kell meghatározni, akkor valójában a 

log 2010 log 2011
log 2011 log 2012

r  

rel§ci· a k®rd®s. Mivel ezek a logaritmus ®rt®kek mind pozit²vak, ez®rt az elŖbbi 
reláció ekvivalens a 2log 2010 log 2012 log 2011Ö r  relációval. A számtani és a 
mértani közepek közötti ismert G A¢  egyenlŖtlens®g alapj§n 

log 2010 log 2012log 2010 log 2012
2
+

Ö ¢ , 

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy: 

 ( )
2 2log 2010 log 2012 1log 2010 log 2012 log 2010 2012

2 2
+å õ å õÖ ¢ = Ö Ö =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

 ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 21 1log 2011 1 20100 1 log 2011 1 log 2011 1
2 2
å õ å õ= Ö - + = Ö - = - <æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

 ( )22 2log 2011 log 2011< = . 
A keresett r  reláció tehát a „kisebb” reláció, vagyis 2011 2012log 2010 log 2011< . 
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12. évfolyam 
 
 
1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:  

6 6 65x y+ = , 
4 2 2 4 13x x y y- + = . 

 
Megoldás. Vezessük be az vyux == 22 ,  helyettesítést. Ekkor a második egyenlet 
alakja 1322 =+- vuvu , az elsŖ pedig 6533 =+ vu . A köbök összegének felbontása 
után: 

( )( )2 2 65u v u uv v+ - + = , 
illetve 

( )13 65 5 5u v u v v u+ = Ý + = Ý = - . 
Ekkor az elsŖ egyenletbe helyettes²tve 

( ) ( )22 5 5 13u u u u- - + - = , 
rendezés után pedig 

23 15 25 13u u- + = , 
ahonnan az 

2 5 4 0u u- + =  
másodfokú egyenletet kapjuk. Ennek megoldásai  

2
1 1u x= =  és 2

2 4u x= =   illetve  2
1 4v y= =  és 2

2 1v y= = . 
EzekbŖl kapjuk az eredeti egyenlet¿nk megoldásait: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 2 , 1, 2 , 1, 2 , 1, 2 , 2,1 , 2, 1 , 2,1 , 2, 1M = - - - - - - - - . 
 
 
2. Melyik a nagyobb, 2011log 2010  vagy 2012log 2011? 
 
Megoldás. Az a kérdés, hogy milyen reláció a ɟ, ha 2011 2012log 2010 log 2011r ? 
Ha 2011 2012log 2010 log 2011r  relációt kell meghatározni, akkor valójában a 

log 2010 log 2011
log 2011 log 2012

r  

rel§ci· a k®rd®s. Mivel ezek a logaritmus ®rt®kek mind pozit²vak, ez®rt az elŖbbi 
reláció ekvivalens a 2log 2010 log 2012 log 2011Ö r  relációval. A számtani és a 
mértani közepek közötti ismert G A¢  egyenlŖtlens®g alapj§n 

log 2010 log 2012log 2010 log 2012
2
+

Ö ¢ , 

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy: 

 ( )
2 2log 2010 log 2012 1log 2010 log 2012 log 2010 2012

2 2
+å õ å õÖ ¢ = Ö Ö =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

 ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 21 1log 2011 1 20100 1 log 2011 1 log 2011 1
2 2
å õ å õ= Ö - + = Ö - = - <æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

 ( )22 2log 2011 log 2011< = . 
A keresett r  reláció tehát a „kisebb” reláció, vagyis 2011 2012log 2010 log 2011< . 
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3. AB  §tm®rŖjŤ f®lkºrbe be²rtunk egy ABCD  konvex négyszöget ( C  és D  egy 
félkörön vannak). Legyen P  a CD  oldal egy tetszŖleges pontja, valamint Q  a P  
merŖleges vet¿lete az AB -re. Igazold, hogy: 

2| | | | | | | | | |QA QB PC PD PQÖ - Ö = . 
 
I.Megoldás. Alkalmazzuk Stewart képletét az ODC  háromszögre: 
 

 
 

2 2 2| | | | | | | | | | | | | | | | | |DO PC OC DP OP DC DP PC DCÖ + Ö = Ö + Ö Ö . 
Mivel  

| | | |OD OC R= = , 
ezért  

2 2 2| | | | | | | | | | | | | |R PC R DP OP DC DP PC DCÖ + Ö = Ö + Ö Ö , 
vagyis  

2 2(| | | |) | | | | | | | | | |R PC DP OP DC DP PC DC+ = Ö + Ö Ö . 
Eloszthatjuk DC -vel: 

2 2| | | | | |R OP DP PC= + Ö . 
Tehát  

2 2| | | | | |R OP DP PC- = Ö . 
Másrészt a pont hatványa a körre  

( ) ( )2 2| | | | | | | | | |AQ QB R OQ R OQ R OQÖ = - = - + . 
Tehát  

2 2 2 2 2 2 2| | | | | | | | | | | | | | | | | |QA QB PC PD R OQ R OP OP OQ PQÖ - Ö = - - + = - = . 
 
II.Megoldás: 
 
A P  pont hatványa a körre 

2 2| | | | | |R OP DP PC- = Ö , 
a Q  pont hatványa a körre 

( ) ( )2 2| | | | | | | | | |AQ QB R OQ R OQ R OQÖ = - = - + . 
Tehát  

2 2 2 2 2 2 2| | | | | | | | | | | | | | | | | | .QA QB PC PD R OQ R OP OP OQ PQÖ - Ö = - - + = - = . 
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4. Az 1 2 3, , ,a a a >  pozitív számok számtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak. 
Igazold, hogy: 

1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1

n n n n na a a a a a a a a a a-

å õ
+ + + = + + +æ ö+ ç ÷

? ? . 

 
Megoldás. Mivel  

( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å
+

+
=öö
÷

õ
ææ
ç

å +
+

=
+
+

=
nnn

n

nnn

n

n aaaaaa
aa

aaaaaa
aa

aa
11111

111

1

111

1

1

, 

 
így hasonlóan  

( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å
+

+
=

+
+

=
----

-

- 12121212

12

12

1111

nnnn

n

n aaaaaaaa
aa

aa
, 

( )
3 2

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

1 1 1 1 ,n

n n n n n

a a
a a a a a a a a a a

-

- - - - -

å õ+
= = +æ ö+ + ç ÷

Ö
Ö
Ö

 

( ) öö
÷

õ
ææ
ç

å
+

+
=

+
+

=
nnnn

n

n aaaaaaaa
aa

aa
1111

1111

1

1

. 

 
Mivel  

( ) 1231211 ....12 aaaaaadnaaa nnnn +==+=+=-+=+ -- , 
így a fenti egyenletek összeadásával kapjuk a keresett azonosságot: 

öö
÷

õ
ææ
ç

å
+++

+
=+++

- nnnnn aaaaaaaaaaa
1...1121...11

2111121

. 
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A VIII. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
DÍJAZOTTJAI 

 
8. évfolyam 
1. Szilágyi Krisztina, Jovanoviĺ Zmaj Általános Iskola, Újvidék, I. díj 
2. Kovacsics Flórián, Petar Koļiĺ Általános Iskola, Temerin, I. díj 
3. Kanalas Dávid, FejŖs Kl§ra Ćltal§nos Iskola, Kikinda, I. díj 
4. Kovacsics Viola, Petar Koļiĺ Általános Iskola, Temerin, II. díj 
5. Vrábel Máté Dávid, Jovan Popoviĺ Általános Iskola, Csóka, III. díj 
6. Rozsnyik Szabolcs, Jovan Jovanoviĺ Zmaj Ált. Iskola, Magyarkanizsa, dicséret 
7. Szakály László, Stevan Sremac Általános Iskola – Emlékiskola, Zenta, dicséret 
8. Törteli Anna, Stevan Sremac Általános Iskola – Emlékiskola, Zenta, dicséret 
9. Olajos Annabella, Sonja Marinkoviĺ Általános Iskola, Nagybecskerek, dicséret 
10. Szabó Róbert, Szervo Mihály Általános Iskola, Muzslya, dicséret 
11. Vajdovics Viktória, Jovan Jovanoviĺ Zmaj Ált. Iskola, Törökkanizsa, dicséret 
 
9. évfolyam 
1. Bíró Dominik, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
2. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
3. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
4. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
5. Mátéffy Kristóf, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
6. Nagy Dávid, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
7. Major Kristóf, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
8. Nagy Ábel Bence, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
9. Francia Krisztina, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Đjvid®k, dicséret 
 
10. évfolyam 
1. Nagy Henrietta, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
2. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Szabadka, I. díj 
3. Bakos Evelin, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Szabadka, II. díj 
4. Kiskároly Tímea, Dositej Obradoviĺ Gimnázium, Topolya, III. díj 
5. Balzam Henrietta, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
6. Börcsök Beatrix, Svetozar Markoviĺ Gimn§zium, Szabadka, dicséret 
7. Horv§th EnikŖ, Bosa Miliĺeviĺ Kºzgazdasági Középiskola, Szabadka, dicséret 
8. Ribár Miklós, Zentai Gimnázium, Zenta, dicséret 
 
11. évfolyam 
1. Nagygyörgy Kristóf, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, I. díj 
2. Körmöczi Andor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
3. Simonyi Máté, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, II. díj 
4. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, III. díj 
5. Ripcó Ákos, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, dicséret 
6. Hajnal Andor, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, dicséret 
7. Piri Annamária, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
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12. évfolyam 
1. Kovacsics Tamás, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, I. díj 
2. Bálind Árpád, MŤszaki Kºz®piskola, Ada, II. díj 
3. Vrbaski Iván, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, III. díj 
4. Víg Anna, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Kollégium, Zenta, dicséret 
5. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozó Gimnázium és Koll., Zenta, dicséret 
 
 
 
 
 
 

 
 

Díjkiosztó ünnepség. 
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A IX. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
 

ElŖad·: dr. Makay G®za 
ElŖadás címe: Sudoku 
 
 
 
 
 
 

 
 

Munkában a versenybizottság. 
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IX. FEKETE MIHÁLY EMLÉKVERSENY 
Zenta, 2011. december 10. 

 
 

 
 

7. évfolyam 
 

 
1. H§nyf®lek®ppen lehet kiolvasni Fekete Mih§ly nev®t az §br§b·l, ha a bal felsŖ 
sarokban l®vŖ F betŤtŖl indulunk, ®s csak jobbra vagy lefelé haladhatunk? 

F E K E 
    E K E T 
    K E T E M I  H Á 

    
I  H Á L 

    
H Á L Y 

 
 

        
 
2. Az egyenlŖ sz§r¼ Pitagorasz-f§nak elsŖ ®vben kinŖ a tºrzse, ami egy n®gyzet. A 
m§sodik ®vben ennek a tetej®re egy egyenlŖ sz§r¼ der®kszºgŤ h§romszºg nŖ ¼gy, 
hogy az §tfog·ja a n®gyzet felsŖ oldala, valamint a 
h§romszºg k®t befog·j§b·l ki§gazik az elsŖ k®t §g, amelyek 
szintén négyzetek. Ezután minden évben, minden új 
n®gyzet§g §tellenes oldal§ra egy egyenlŖ sz§r¼ der®kszºgŤ 
h§romszºg nŖ, azokra pedig újabb négyzetágak. Ha a fa 
törzse az ábrán 8 méter széles, az ötödik év végén milyen 
magas, illetve milyen széles lesz az egész fa? 
 
 
3. H§ny olyan ºtjegyŤ term®szetes sz§m l®tezik, amely oszthat· 12-vel és 
számjegyeinek összege 3? 
 
 
4. Karcsinak 20 papagája van, melyek között van feketesapkás, jákó, nimfa és 
Sándor. 17 papagáj nem jákó, 5 Sándor és 12 nem feketesapkás. Hány 
nimfapapagája van Karcsinak? 
 
 
 

A feladatok kidolgozására 120 perc áll rendelkezésre. 
 

Jó munkát! 


