A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

ElRad-: Bagi M&rk
EIRad8s c2me: Csillag8szati elRad8s es kviz

A versenyzRk feladatmegold§sokon t°rik a fej¢ ket.
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

9. évfolyam

1. SUn Balazs és testvérei erdei sétara indultak bogyo-, falevél-, kavics-, illetve
term@sgyTjtem@nyeiket gazdag’tani. Mindegyik¢knek van legalSbb egy
gyTjtem@nye. Azok, akik bogy - kat vagy term@seket gyTjtenek, azok faleveleket is
gyTjtenek. Azok, akik kavicsokat gyTjtenek, azok term@seket is gyTjtenek. Azok,
akik faleveleket 8s kavicsokat gyTjtenek, azok bogy-kat is gyTjtenek. Melyik
fajta gyTjtem@nybRI van a legt®bb @s melyikbRl a legkevesebb S¢n Bal§zsekn§l?

2. ,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — k@rdezi Okos Berci. AA n@gyfle c2mletT p®nzbRI egy¢ ttesen 500 darabot.0
- valszolja Géza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

3. Az 1, 3, 4, 5 €és egy tetszés szerint valasztott szamjeggyel ird fel azt a
legnagyobb ©tjegyT sz8mot, amelyik 12-vel oszthatd!

4. Ha az ABCD téglalap és az AQB, valamint APD szabalyos hdromszogek
megegyezR k°r¢ 1j8r8sviak, igazold, hogy a PQ szakasz egybevagd a téglalap
atlojaval!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

10. évfolyam

1. ,,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — k@rdezi Okos Berci. AA n@gyfle c2mletT p®nzbRI egy  ttesen 500 darabot.”
— valszolja Geéza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

2. Hatarozd meg mindazokat az n I Z szamokat, amelyekre az
X3 -nx?+nx-(n+1)=0
egyenletnek egész megoldasai vannak (x T Z).

3. Egy tablara felirtdk az 6sszes pozitiv egész szamot 1-gyel kezdve és 2008-cal
bezardlag. A felirt szamjegyek hany szazaléka az 5-6s szdmjegy?

4. Az AC szakasz az ABCD paralelogramma hosszabbik &tléja. Huzd a
CE~™ AB és CF ™ AD szakaszokat, vagyis a C csucsbol a nem szomszédos
oldalakra h¥zott merRlegeseket, F T AD és E T AB . Bizonyitsd be, hogy ekkor

| AB|0]| AE |+ | AD|0| AF |=| AC*.

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

11. évfolyam

1. Egy Kis erdei tavat egy forras taplal friss vizzel. Egyszer megjelent egy 183
tag¥ elef8ntcsorda ®s egy nap alatt Kkiitta a t- viz@t. K@&Rbb, mikor %jra megtelt a
t6, egy 37 tagu csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefant hany nap alatt inn&
Ki a t6 vizét?

2. lgazold, hogy az

X|092007X 2007 - X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utolso két szamjegyét!

3. Oldd meg a valds szamok halmazan az (x+1)* + (x +3)* =16 egyenletet!

4. Szamitsd ki a h§romoldalY: g%la t@rfogat§t, ha alapja der@kszegT h§romsz°g 8
cm és 15 cm befogokkal, oldalélei pedig 60 -os sz6gben hajlanak az alaplap
sikjahoz!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2008. december 13.

12. évfolyam

1. Egy nemzetkdzi labdarug6 tornan minden csapat minden csapattal pontosan
egyszer j8tszott. GyRzelem@®rt 3, d°ntetlen®rt 1, veres®g®rt O pont j8rt. A
bajnoksag végén a csapatok pontszamainak 0Osszege 15 pont volt. Az utols6
helyezett 1 pontot gyTjtett, az utols- elRtti egyszer sem kapott ki. H§ny pontot
gyTjtett a m8sodik helyen v@gzett csapat?

2. lgazold, hogy az

X|092007X 2007 - X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utols6 két szamjegyét!

3. 0ldd meg a gﬁ p8 intervallumon a k®vetkezR trigonometrikus egyenletet:

¢2
3 3 _ 3 A 3
c0s” 3x +c0s” 5x =8cos” 4x0cos” X .

4. Egy henger alak¥ ed®nyt, amelynek alap§8tme@rRje 4 dm és a mélysége 3 dm,
teletoltottuk vizzel. Mennyi viz marad benne, ha az alap sikjahoz viszonyitva
30 -os szogben megdontjuk?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

9. évfolyam

1. SUn Balazs és testvérei erdei sétara indultak bogyo-, falevél-, kavics-, illetve
term®sgy'T’jtem®nyeiket gazdag’tani. Mindegyik¢knek van legalS8bb egy
gyTjtem®nye Azok, akik bogy -kat vagy term@seket gyTjtenek, azok faleveleket is
gyTjtenek. Azok, akik kavicsokat gyTjtenek azok term@seket is gyTJtenek AzoK,
akik faleveleket ®s kavicsokat gyTjtenek, azok bogy-kat is gyTjtenek. Melyik
fajta gyTjtem@nybRI van a legt®bb @s melyikbRI a legkevesebb S¢n Bal§zsekn§l?

Megoldas. Legyen S, a bogy-kat gyTjtRk, S, a faleveleket gyTijtRk, S, a kavicsokat

gyTjtRk, S, pedig a term@seket gyTjtRk halmaza. Ekkor @rv@nyesek az al§bbi
relaciok:

) S;CS,ES,,
@) S, ES,,
3) S,ES,ES,.

(1)-bRI ®s (2)-bRI kovetkezik, hogy S; ES,, valamint S;£S,=S;ES,, amibRl
S, GCS; CS, ES, kovetkezik, miszerint legt®bben faleveleket gyTijtenek.
Mivel S; ES, £S, £S,, ebbRl ad-dik, hogy legkevesebben kavicsokat gyTjtenek.

2. ,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — kérdezi Okos Berci. ,,A négyféle cimletT p®nzbRI egy¢ ttesen 500 darabot.0
- valszolja Géza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

Megoldas. Jeldlje a az dtezresek, b az 6tszazasok, ¢ az Gtvenesek és d az 6tosok
szamat, akkor ezekkel egyrészt
5000a +500b +50c + 5d =500000,
masrészt
a+b+c+d=500.
Ha az elsR egyenletet 5-tel elosztjuk ®s ebbRI kivonjuk a m8sodikat, akkor a
999a +99b + 9c = 99500
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalan csupa 9-cel oszthatd tag van,
tehat 6sszegiik is 9-nek tobbszordse. A jobb oldalon all6 99500 azonban nem
oszthaté 9-cel. Gazdag Géza altal kozoltek ellentmondasra vezetnek ezért Bercinek
van igaza.
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3. Az 1, 3, 4, 5 és egy tetszés szerint valasztott szamjeggyel ird fel azt a
legnagyobb ©tjegyT sz8mot, amelyik 12-vel oszthatd!

Megoldéas. Egy szdm 12-vel pontosan akkor oszthatd, ha oszthaté 3-mal is és 4-gyel
is. ¥tjegyT sz8§munk 3-mal akkor és csak akkor oszthatd, ha szaimjegyeinek Gsszege is
3-nak tobbszordse. Mivel az ismert négy szamjegy 6sszege 13, ezért az 6todik jegy a
2, az 5 vagy a 8 lehet csak.

A néggyel vald oszthatOsag szilkséges és elégséges feltétele az, hogy az 6tjegyT szam
utolsd két jegyébRl allo kétjegyT legyen a 4-nek tobbszordse. EbbRI persze az is
adodik, hogy az utolso jegy paros kell, hogy legyen.

Ha az 6todik jegy az 5 lenne, akkor a 14, 34, 54 valamelyike lenne otjegyT szamunk
utolsd két jegyébRl allo kétjegyT szam, am ezek egyike sem oszthatd 4-gyel, igy ez az
eset nem lehetséges.

Ha a hianyz6 6todik jegy a 2, gy az 1, 2, 3, 4, 5 jegyekbRI ®pithetR 12 tébbszordsei
kozott az 54312 a legnagyobb.

Ha a hianyzé 6todik jegy a 8, Ugy az 1, 3, 4, 5 és 8 szamjegyekbRI épithetR 12
tObbszorosei kozott az 53184 a legnagyobb.

A lehets®ges esetekbRl az elsR, az 54312 a legnagyobb. Ez tehat a megoldas.

4. Ha az ABCD téglalap és az AQB, valamint APD szabalyos hdromszogek
megegyezR k°r¢ 1j8r8sviak, igazold, hogy a PQ szakasz egybevagd a téglalap
atlojaval!

Megoldas. Az ABD és APQ haromszdgek egybevagdak a SzOSz tétel alapjan, mert
|AD|=| AP|, |AB|5|AQ| és DABT @ PAQT @90, tehat harmadik oldaluk is
egyenlR, azaz | DB |=| PQ].

D G
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10. évfolyam

1. ,,Képzeld, tegnap csupan 5, 50, 500 és 5000 dinarosok felhasznalasaval
fizettem ki 500000 dinart.” — mondja Gazdag Géza. ,,Es hany darabot hasznaltal
fel?”” — kérdezi Okos Berci. ,,A négyféle cimletT p®nzbRI egy¢ ttesen 500 darabot.0
— valszolja Geéza. ,,Ez lehetetlen!” — mondja nyomban Berci. Kinek volt igaza és
miért?

Megoldas. Jeldlje a az dtezresek, b az 6tszézasok, ¢ az Gtvenesek és d az 6tosok
szamat, akkor ezekkel egyrészt
5000a +500b +50c + 5d =500000,
masrészt
a+b+c+d=500.
Ha az elsR egyenletet 5-tel elosztjuk ®s ebbRI kivonjuk a m8sodikat, akkor a
999a +99b + 9c = 99500
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a bal oldalan csupa 9-cel oszthaté tag van,
tehat 6sszegiik is 9-nek tobbszoérdse. A jobb oldalon all6 99500 azonban nem
oszthaté 9-cel. Gazdag Géza éaltal kozoltek ellentmondasra vezetnek ezért Bercinek
van igaza.

2. Hatarozd meg mindazokat az n I Z szamokat, amelyekre az
X3 -nx?+nx-(n+1)=0
egyenletnek egész megoldasai vannak (x T Z).

Megoldas. Legyen p az adott egyenlet egész megoldasa (p 1Z).

Ekkor p®-np®+np-n®=1,azaz (p?>+n)(p-n)=1.

Egész p és n esetén ez csak gy lehetséges, hogy 101=1 vagy (-1)0(-1)=1.

(i) Legyen p>’+n=p-n=-1.
EbbRI n=p+1 és -1=p?+(p+1), amibRl p®+p+2=0 kdvetkezik,
amely egyenletnek nincs egész megoldésa.

(i)  Legyenmost p?+n=p-n=1.
EbbRI n=p-1 és 1=p?+(p-1), amibRl p*+p-2=(p-1)(p+2)=0
kdvetkezik, ahonnan p =1 és p = -2 az egyenlet egész megoldéasai.

Az eredeti egyenletnek tehat akkor lesznek egész megoldésai, ha n=0 vagy n= -3,
azaz, ha n 1{0,-3}.
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3. Egy téblara felirtdk az 6sszes pozitiv egész szamot 1-gyel kezdve és 2008-cal
bezardlag. A felirt szamjegyek hany szazaléka az 5-6s szamjegy?

Megoldas. Az egyjegyT sz8§mok ler§s§n§l 1 db 5-6s szamjegy talalhato.

A kBtjegyT sz8mok le2r§s§n§l 19 db 5-°s sz8mjegy tal§lhat-, az elsR helyen 10 @s a
masodik helyen 9 db.

A h&romjegyT sz8mok le2r§s§n§l @sszesen 280 db 5-6s szamjegyet hasznalunk fel, az
elsR helyen 100, a masodik helyen 9010 =90, a harmadik, az egyesek helyén pedig
szintén 9010 =90 db 5-6s szamjegyet.

Az 1-gyel kezdRdR n@gyjegyT sz8mok le2r§s§n§l  1+19+280=300 db 5-Os
szamjegyet irtunk le, mig 2000-tRI 2008-ig még 1 db 5-6s szamjegyet hasznalunk fel,
teh§t a nBgyjegyT sz8mokat felrva 1000-tRI  2008-ig Osszesen 301 db 5-6s
szamjegyet hasznalunk fel. Ezek szerint 1-tRI 2008-ig az egész szamokat felirva
dsszesen 1+19+ 280 +301 = 601db 5-8s szdmjegyet irtunk fel.

Az ©sszes lert sz8§mjegyek sz8ma: az egyjegyTekn®l 9, a kdtjegyTekn®l 9002 =180, a
h§romjegyTekn@l 90003 = 2700, a n@gyjegyTekn@l 100904 = 4036, tehat osszesen
6925 szamjegyet irtunk fel a tablara.

A keresett szazalék: 6925:601=100: x, ahonnan x = % ©8,68%.

4. Az AC szakasz az ABCD paralelogramma hosszabbik atléja. Huzd a
CE~AB és CF~™AD szakaszokat, vagyis a C cslcshbol a nem szomszedos
oldalakra h¥zott merRlegeseket, F I AD és E 1 AB. Bizonyitsd be, hogy ekkor

| AB|0| AE | +| AD || AF |=| AC °.

Megoldas. Legyen G pont a B csics merRleges vetglete az AC éatlora, ekkor
érvényes, hogy AECD - AGBD, valamint AFCD - CGBD.
EbbRI kOvetkezik, hogy [AC|_ |BA] és [AC]_1BC l.

|AE| |AG| |AF| |CG|
Innen | AB |0| AE |=] AC |0| AG| és | BC |0| AF |5 AC |0|CG].
Adjuk 0ssze a ket egyenletet. Ekkor H H

| AB|0| AE | +|BC |0] AF |5| AC|0] AG | +| AC|0|CG |
Ad-dik, ebbRI pedig
| AB|0] AE |+ | AD |0 AF |=| AC|0(] AG|+|GC|)=| AC |

/’\\
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11. évfolyam

1. Egy Kis erdei tavat egy forras taplal friss vizzel. Egyszer megjelent egy 183
tagu elefantcsorda és egy nap alatt Kiitta a t- viz@t. K&sRbb, mikor Y%jra megtelt a
td, egy 37 tagu csorda 5 nap alatt itta ki a vizet. Egy elefant hany nap alatt inna
Ki a t6 vizét?

Megoldas. Legyen a teli t6 viztartalma S I, az egy napi ndvekmény a forrasokbol nl.
Mivel 183 elefant 1 nap alatt issza Ki a té vizét, ez azt jelenti, hogy Kiissza a mar
meglevR S litert és az egy nap alatt még hozza befoly6 n litert. Azaz 183 elefant egy
nap alatt S +n liter vizet iszik meg. Ekkor, feltételezve, hogy minden elefant egyeniR
+n

mennyiséget iszik meg, egy nap alatt egy elefant Sl liter vizet iszik meg.

A masik feltételbR1 37 elefant 5 nap alatt S +5n litert iszik meg, ezért egy elefant egy

S*ON_S*SN jert EbbRI adédik, hogy>— =S+
3705 185 183 185

S =365n. Tehat 183 elefant egy nap folyaman 365n + n =366n liter vizet iszik meg,
amibRI viszont az is kovetkezik, hogy egy elefant egy nap alatt pontosan 2n litert
iszik meg. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy 1n litert fogyaszt el a teli té vizébRI és
plussz azt az 1n litert, ami a nap folyaman befolyik a toba. Mivel a teli t6 tartalma
365n liter, ezért pontosan a 365-ik nap végére Urul Ki teljesen a td, ha csak egy
elefant iszik belRle.

nap alatt , ahonnan

2. lgazold, hogy az

X|Og2007X 2007 - X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utolso két szamjegyét!

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalanak logaritmélasa utan kapjuk a
1

1095007 X010 5057 X + 109 5007 20072 = 2007 1095007 X
egyenletet. Vezessiik be az a = log,y,; X helyettesitést.

Most az egyenlet ekvivalens az a® - 2007a +% =0 masodfokl egyenlettel.

A Viete szabaly alapjan a kapott masodfoku egyenlet a, és a, megoldéasainak
Osszege: a, +a, = 2007 .

Ekkor az eredeti egyenlet megoldasai x, = 2007* és x, =2007%, a szorzatuk pedig
x, 0x, =2007% (2007% =2007*"* = 2007**, tehat természetes szam.

Hatra van még a kapott szorzat utolsé két szdmjegyének meghatarozasa, azaz a
szorzat 100-zal valé osztasakor keletkezett maradék maghatarozasa. Mivel 71 =7,

72 =49, 7° =343, 7* = 2401, 7° =16807 ..., belathatd, hogy az utolsé két szamjegy
ciklikusan ism@tIRdik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hossz%s8ga 4. Mivel

2007 = 40501+ 3, adddik, hogy a 20072 szam utolsd két szamjegye 43.
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3. Oldd meg a valds szamok halmazan az (x+1)* + (x +3)* =16 egyenletet!

Megoldas. Legyen y=x+2, ekkor x+1=y-1 és x+3=y+1, az egyenletiink
pedig a k®vetkezRk@pen alakul:

(y-1)+(y+1) =16

y -4y +6y: -4y +1+yt +4y°P +6y* +4y +1=16

2y* +12y*+2=16

y*+6y*-7=0, ahonnan y*=1 vagy y’>=-7, amelyek kozill csak az y*=1
egyenletnek vannak valds megoldasai, és ezek az y, = -1 illetve az y, =1. Ha tudjuk,
hogy y =x+2, akkor x, = -3 és x, = -1, vagyis a megoldashalmaz M ={-3,-1}.

4. Szamitsd ki a haromoldalu gula térfogatat, ha alapja der®ksz°gT h§romsz°g 8
cm és 15 cm befogokkal, oldalélei pedig 60 -os sz6gben hajlanak az alaplap
sikjahoz!

Megoldas. Legyen O pont az ABCD haromoldald gila D csucsanak az ABC
alaph§romsz©gre vet’ett merRleges vet¢lete. Ekkor az OADD, OBDD és OCDD
egybevéagdak, mert der@kszPgTek ®s 60~ -0s hegyesszogiik szemben fekszik a kézos
OD magassaggal. Tehat |OA|@ OB |@ OC |, vagyis az O pont az ABC haromszdg
korilirt korének kdzéppontja, azaz ebben az esetben az atfogd felezRpontja. Ez@rt

kiszamithatjuk az alap atfogojat, ¢ =+/8°+15° =17cm, vagyis r:%. A test

magassaga DO valdjaban a DAB egyenlIR oldal’. h§romsz®g magassaga, ahonnan

173

H =|DO|= — A gula térfogata

V = % =170+/3cm?.

D
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12. évfolyam

1. Egy nemzetkdzi labdarug6 tornan minden csapat minden csapattal pontosan
egyszer j8tszott. GyRzelem@®rt 3, d°ntetlen®rt 1, veres®g®rt O pont j8rt. A
bajnoksag végén a csapatok pontszamainak 0Osszege 15 pont volt. Az utolsé
helyezett 1 pontot gyTjtett, az utols- elRtti egyszer sem kapott ki. H§ny pontot
gyTjtett a m8&sodik helyen v@gzett csapat?

Megoldas. Ha egy mérkRzés eldRl, akkor 3, ha dontetlen lesz, akkor 2 pontot osztanak
el a csapatok kozott. Tehat annal kevesebb a csapatok pontjainak 6sszege, minél tébb
a dontetlen. EIRszor allapitsuk meg a csapatok szamat. ha csak 3 csapat lenne, akkor 3
mérkRzésen maximum 9 lehetne a pontszdmdsszeg, ha pedig 5 csapat lenne, akkor 10
meccsen minimum 20 pont keriilne Kiosztasra. Igy a csapatok szama 4. Ha 4 csapat
van, és nincs dontetlen, a pontszamok 6sszege 6 meccsen 18 pont. Itt a csapatok 15
pontot gyTijtéttek, és mivel minden dontetlen 1-gyel csokkenti a pontszamdsszeget,
ezen a tornan 3 mérkRzés végzRdott dontetlenre. Az utolsé elRtti, azaz a harmadik
helyezett csapat egy meccset sem vesztett. Ha nyert volna legaldbb egy meccset,
akkor legalabb 5 pontja lenne. De akkor az elRtte végzett két csapatnak is legalabb 5-5
pontja lenne, ekkor azonban a csapatok dsszpontszama mar legalabb 16 lenne. Ezek
szerint a harmadik helyezett csapat minden meccse dontetlenre végzRdott.

Az elsR két csapat tehat megverte az utolsét és dontetlent jatszott a harmadikkal.
Mivel tobb dontetlen nem volt, az elsR helyezett legyRzte a masodikat, vagyis a
masodik helyen végzett csapat 4 pontot gyTjtott.

2. lgazold, hogy az

X|Og2007X 2007 - X2007

egyenlet megoldasainak szorzata természetes szam, majd hatarozd meg ennek a
szorzatnak az utols6 két szamjegyét!

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalanak logaritméalasa utan kapjuk a
1

1095007 X010 5057 X + 109 5007 20072 = 2007 1095007 X

egyenletet.
Vezessik be az a =10g,,; X helyettesitést.

Most az egyenlet ekvivalens az a? - 2007a +% =0 masodfokl egyenlettel.

A Viete szabaly alapjan a kapott masodfoku egyenlet a, és a, megoldésainak
Osszege: a, +a, = 2007 .

Ekkor az eredeti egyenlet megoldasai x, = 2007* és x, =2007%, a szorzatuk pedig
x, 0x, =2007°%7  tehat természetes szam.

Hatra van még a kapott szorzat utolsé két szdmjegyének meghatarozasa, azaz a
szorzat 100-zal valé osztasakor keletkezett maradék maghatarozasa. Mivel 71 =7,

72 =49, 7° =343, 7* = 2401, 7° =16807,..., belathatd, hogy az utolsé két szamjegy
ciklikusan isme@tIRdik: 07, 49, 43, 01, ahol a ciklus hossz%s8ga 4. Mivel

2007 = 40501+ 3, adddik, hogy a 20072 szam utolsd két szamjegye 43.
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3. Oldjuk meg a &y ,po intervallumon a k®vetkezR trigonometrikus egyenletet:
¢2

cos® 3x + cos® 5x = 8cos® 4x0cos® x .
Megoldas. Ha tudjuk, hogy cos3x + cos5x = 2cos4x(cos x, akkor az adott egyenlet a
kOvetkezRk®@ppen alak?that- :

cos® 3x + cos® 5x = 8cos® 4x0cos® x
3
cos® 3x + cos® 5x = (2 cos3x cos x)

cos® 3x + cos® 5x = (cos5x + cos 3x)°

cos® 3x +cos® 5x = cos® 5x + 3c0s? 5x cos 3x + 3c0s5x €os? 3x + cos® 3x
0 = 3cos? 5x€0s 3x + 3cos5x cos® 3x

3c0s5xc0s3x(cos5x +cos3x) =0

cos5x=0 U cos3x=0 U  cos5x+cos3x =0

Ha cos5x =0, akkor 5x —£+kp , vagyis x=i%+k?p:18a+k036a. Innen az adott

intervallumba esR megold§sok a 126° és a 162°.

Ha cos3x =0, akkor 3x= ’Z+kp azaz x= %+k?p=30a+k060a. Innen az adott

intervallumba esR megold8s a 150°.
Ha cos3x +cos5x =0, akkor 2cos4xcosx =0, ahonnan cos4x =0 vagy cosx=0.

P

Ha cosx =0, akkor x= 5 =+kp, amely esetben egy megoldas sem esik az adott

intervallumba.
Ha cos4x =0, akkor 4x = P +kp ahonnan x —’g f =22,5" =k(45°.

Innen az adott intervallumba eskR megold8sok a 112,5% ésa 157,5°.
Osszefoglalva a keresett megoldasok: 112,5% 126°; 150%; 157,5°%; 162°.

4. Egy henger alak¥ ed®nyt, amelynek alap§tme@rRje 4 dm és a mélysége 3 dm,
teletoltottuk vizzel. Mennyi viz marad benne, ha az alap sikjahoz viszonyitva
30 -os szogben megdontjuk?

Megoldas. A megdontés utan a viz egy része kifolyt, majd vizszintes helyzetet vesz
fel Gjbol. A kiomlott viz térfogata fele annak a henger térfogatanak, amelyet az abran
latunk. Az edény térfogata (r = 2dm, H =3dm) V=12p dm?,

. R 4 0
a kifolyt vize ar =2dm, H, = — dm
@ 1T @
1y - i
2
tehat a maradek
a
V - %Vl =812 - i0,0 dm?® © 2319 liter .
¢
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A VI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

DIJAZOTTJAI
9. évfolyam
1. Piri Annaméria, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Ripcé Akos, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
3. KRrOsi Bal§zs, MTszaki K°z@piskola, Ada, I1. dij
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10. évfolyam

1. Kovacsics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij
2. Balind Arpad, MTszaki K°z@piskola, Ada, 1. dij

3. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij
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3. Kovacsics T -bi§s, MTszaki K°zépiskola, Obecse, I11. dij

4. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
5. Toth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
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A VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

ElRad-: dr. Kincses J§nos
ElRad8s c2me: Erdekes matematikai problémak

Verseny elRtti megbesz®@I®@s (Pap Zolt8n, Pap Horvsth Erika, P®ics
Hajnalka, Miklos Gyongyi, Csikos Pajor Gizella, Meozelj Sonja, Zolnai
Ir@n, Ripc- Sipos Elvira, Rozsnyik Andrea, SzTcs Emese, Boros Istvgn).

102



VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

8. évfolyam

1. A VI. Fekete Mih8ly Eml®kverseny elsR fordul-ja ut8n tov8bbjutott a

versenyzRk % resze. A m8sodik fordul-n r®sztvevRk % rdsze ker¢lt a d°ntRbe.
Ha az elsR fordul- ut8n jutott volna tov8bb a versenyzRk % része, és a masodik

fordul-n r@sztvevRk 1 resze ker¢lt volna a d°ntRbe, akkor a h§rom fordul-n

Osszesen 12-vel tobb dolgozatot kellett volna javitani. Hanyan indultak a VI.
Fekete Mih8ly EmI®kverseny elsR fordul - j8n?

2. Melyek azok a k®tjegyT term@szetes sz8mok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

3. Egy k¢lonb®zR sz&8mijegyekbRl §ll- hatjegyT sz&8m sz8mjegyei (valamilyen
sorrendben) 1, 2, 3, 4, 5, 6. Az elsR k@t sz8mjegybRI §ll- k@tjegyT sz&8m oszthat -
2-vel, az elsR h§rom sz8mjegybRl §ll- h§romjegyT sz8m oszthat- 3-mal és igy
tovabb, maga a szam oszthat6 6-tal. Melyik ez a szam?

4. Jelolje egy haromszog csucsait A, B és C. Legyen az AC oldal felezRpontja
E, a BC oldal B-hez kbzeli harmadolé pontja D. Az AD és BE egyenesek
metszéspontjat jelolje F. Mekkora a BDF haromszog eés az FDCE négyszog
teriiletének aranya?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!

103



VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

9. évfolyam

1. Preciz Peti felirta a szamokat 1-tRl 10000-ig. EIRsz®r al§h¥izta pirossal azokat a
szamokat, amelyek oszthatdk 4-gyel, majd aldhlzta zolddel azokat, amelyek
oszthatok 5-tel, végul alahluzta kékkel az 6sszes 6-tal oszthatot. Hany szam lett
igy aldhtizva pontosan két szinnel?

2. Melyek azok a k®tjegyT term@szetes sz8mok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

3. Egy sz8msorozat valamely tagj8t jobbminim§lisnak nevezz¢k, ha tRle jobbra
nem talalhat6é néla kisebb szam. Példaul a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban
jobbminim§lis szZ8mok az 1 @s a 3 (a jobbsz@IsR 5-6st nem tekintjik annak). Ezek
alapjan az emlitett sorozatban a masodik és az 6todik helyen all jobbminimalis
szam. Hany olyan sorrendje (permutéciéja) van az 1, 2, ..., 8 szamoknak,
amelyekben a masodik és az 6tddik helyen (és esetleg masutt is) jobbminimalis
szamok allnak?

4. Legyenek x,, X, és x. az ABC hegyessz°gT h§romsz°g tetszRleges P belsR
pontjanak rendre az a, b és c oldalaktol mert tavolsagai. Jellje m,, m, és m.a

megfelelR oldalakhoz tartozé magassagokat. lgazold, hogy
Xa Xb Xc —_

24Dy =7,

m, m, m

a c

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

10. évfolyam

1. A go6dényhazi s°riv- versenyen h8rman Kker¢ltek a d°ntRbe: a
tTzolt-parancsnok, a k8ntor ®s a harangoz-. A Kkijel°lt idR alatt a
tTzolt-parancsnok @s a k&ntor egy¢tt k®tszer annyi sOrt ivott meg, mint a
harangoz-. A tTzolt-parancsnok ®s a harangoz- egygttes teljesstm@nye viszont
haromszor annyi, mint a kantoré. Ki nyerte a versenyt?

2. Egy k®tjegyT sz8m sz8mjegyei k°z® 2rtunk egy sz8mjegyet. Az gy kapott
h§romjegyT sz8m @s az eredeti kdtjegyT sz8m sz&mtani kOzepe egyenlR az eredeti
kétjegyT sz&8m sz&8mjegyeinek felcser@l®sdvel kapott ketjegyT sz8mmal. Mi volt az
eredeti szam?

3. Az AB és CD egy O k°zBppont% k°rnek k@t, egym8sra merRleges §tme@rRje.
Az OD szakaszt felezR E ponton halad az AF hur, az AB és CF szakaszok
metszéspontjaa G pont. Igazold, hogy az |OB |=3)|OG| és a |CF |= 3)| DF |.

4. Legyenek X, X,,X3,=, X5009 POZitiv valos szamok.
Bizonyitsd be a k®vetkezRket:

a) Minden pozitiv x valés szamra igaz, hogy x(1-x) ¢ %
b) EgyidRben nem teljes¢ Ihet a k®vetkezR egyenlRtlens®gek mindegyike:

1 1 1 1
Xl(l—X2)¢Z, Xz(l‘X3)¢Z1 o Xzoos(l‘xzoog)q:Z’ Xzoog(l‘xl)q:z-

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

11. évfolyam

1. A go6dényhazi sorivo versenyen harman Kkerlltek a d°ntRbe: a
tTzolt-parancsnok, a k8ntor ®s a harangoz-. A Kkijel°lt idR alatt a
tTzolt-parancsnok @s a k&ntor egy¢tt k®tszer annyi sOrt ivott meg, mint a
harangoz-. A tTzolt-parancsnok ®s a harangoz- egygttes teljesstm@nye viszont
haromszor annyi, mint a kdntoré. Ki nyerte a versenyt?

2. Felirtuk egy tablara 1-tRI 2009-ig a szdmokat, majd valamelyik két
szomszédost letoroltik, és helyettik felirtuk a kuldnbségiket (a nagyobbdl
kivonva a kisebbet). Ezt az eljarast addig ismételgettiik, mig végll csak egy szam
maradt a tablan.

a) Mutassuk meg, hogy utolsé szamként nem johet ki az 1000.

b) Adjunk egy eljarast, amely utolsé szamként az 1001-et eredményezi!

3. Adott az ABCD @rintRn@gysz®g, amelynek az alapon fekvR sz°gei a és b.

|AB| _  a;_ b
lgazold, hogy —— =ctg—0ctg—.
g gy|CD| 92 92

4. Bizonyitsd be, hogy az

egyenlet gyokei val6sak €s irracionalis szamok minden n természetes szamral

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.
Jo munkat!
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VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2009. november 28.

12. évfolyam

1. Egy bank p8nc®lszekr®ny®n t°bb k¢ 1°nb©zR z8r van. Kulcsaikat Y:gy osztott8k
szét a bank négy pénztarosa kozott, hogy a pancélszekrény kinyitasahoz legaldbb
h8rmuknak jelen kell lenni, de mind a n@gynek nem, hogy a n8luk levR
kulcsokkal ki lehessen nyitni az 0sszes zarat. (Egy zarhoz tdébbuknél is lehet
kulcs, és egy embernél tobbféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hany zar van a
pancélszekrenyen?

sin®x+cos®x _ sin® x - cos* x

= egyenlet valés megoldasait!
1++/2sin x 1++/2sin x 4 g

2. Hatarozd meg a

3. Az y=(x-1)"+2 parabola P, és P, pontjabol az A(1,2) és B(L6) pontok
altal meghatarozott szakasz derékszogben latszik. Mekkora az ARBP, négyszig
terilete?

4. Hatarozd meg azt a pozitiv x szamot, melyre az
0 ~6 0
a_, 1o a
Ex+=0 -2x°

f(x):‘? X+ C X

¢ X3 ¢ X
f¢ggveny a lehetR legkisebb ®rt@ke®t veszi fel! HatS8rozd is meg ezt a legkisebb
értéket!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

8. évfolyam

1. A VI. Fekete Mih8ly Eml®kverseny elsR fordul-ja ut8n tov8bbjutott a

versenyzRk % resze. A m8sodik fordul-n r®sztvevRk % része kerllt a d°ntRbe.
Ha az elsR fordul- ut8n jutott volna tov8bb a versenyzRk % része, és a masodik

fordul-n r@sztvevRk 1 resze ker¢lt volna a d°ntRbe, akkor a h§rom fordul-n

Osszesen 12-vel tobb dolgozatot kellett volna javitani. Hanyan indultak a VI.
Fekete Mih8ly Eml®kverseny elsR fordul - j8n?

Megoldas. Foglaljuk tablazatba a feltételeket! Mivel (még) nem ismerjik a versenyen
induldk szamat, jeloljik ezt x -szel.

A versenyzRk sz8ma A versenyzRk sz8ma
a valésdgban a ,,mi lett volna” esetén
1. forduléban X X
2
2. forduléban X X
5 7
A d°ntRben 205 102
75 5 7
A dolgozatok szama X 2X 2X | 2X
X+ —+— X+—+—
5 35 7 35

A ,mi lett volna” esetén 12  dolgozattal tébb  lenne,  tehéat
x+ 24 2X +12=x+ 2X + 2X . Az egyenlet mindkét oldalabol x + 2X -0t levonva
5 35 7 35 35

§+12 = % adodik. Szorozzuk meg ennek az egyenletnek mindkét oldalat 35-tel, és

a szorz§s sor§n lehetsBges egyszerTsi®seket vegrehajtva nyerjck, hogy
7x+12035=10x. Most a 7x kerl levonasra, majd 3-mal egyszerTsthetink, s
adodik: 3x=12035, azaz x=4035=140. Ezt az eredményt természetesen a

feladatsz®veggel egybevetve ellenRrizng nk kell! A 140 indul- ©t°de 28, ennek %-e 8

és ez 140 +28+8 =176 dolgozatot jelent. A 140-nek a %-e 40, ennek 6tode 8, és a

dolgozatok szama 140 + 40 + 8 =188 valoban 12-vel t°bb az elRbbi dolgozatsz8mn§l.
A versenyen teh8t 140 indul- volt az elsR fordul- ban.
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2. Melyek azok a k®tjegyT term@szetes sz8mok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

I.Megoldas. Ha a k8tjegyT sz8m tizeseinek sz&ms§t x, egyeseinek szamat pedig y
jeleli, akkor a felt®telek szerint k@tjegyT sz8mnkra 10x+y =xy+17, ahol x 21 és
0¢y¢9. Tegyiik a fenti egyenletbe x hely@re rendre a pozit?v egyjegyTeket:
10+y=y+17, 20+ y=2y+17, 30+ y =3y +17,
40+y=4y+17,50+y=5y+17, 60+y =6y +17,
70+y=7y+17,80+y=8y+17,90+y=9y+17.
A fenti egyenletek k®z¢ | az elsRnek nincs megold8sa, a m8sodikat k®vetR ©tnek @s az
utolsénak egész megoldasa nincs. A masodikat az y =3, m?g az utols- elRttit az
y =9 el®gi ki, teh§t k6t olyan kétjegyT sz§m lehet, amely a felt®teleket kiel®g2ti, a
23 ésa89. Mivel 203+17 =23 és 809+17 =89, a 23 és a 89 valéban megoldasok.

Il. Megoldas: EIRbbi jel®l@s;nket megtartva a 10x + y = xy +17 egyenletet alakitjuk
8§t a kOvetkezRk®ppen: 0=xy -10x -y +10+7. Tettlk ezt azért, hogy a jobb oldal
elsR nBgy tagj8t szorzatt§ alak?hassuk, mint 0=(x-1)(y-10)+7, amibRl
(x-1)(y -10) =-7. Most mar lathato, hogy az x21 és y ¢ 9 egészek miatt a bal
oldal mindkét t@nyezRje eg®sz sz8m, megpedig az elsR tBnyezR a pozit2v, a m8sodik
negativ. llyen egészek szorzata csak ugy lehet -7, ha

x-1=16s y-10=-7
vagy

x-1=7 és y-10=-1.
Az elsR lehetRs®g az x =2, y =3, amasodik az x =8, y =9 megoldasokat adja.

3. Egy kiilonb®zR sz&8mjegyekbRl §ll- hatjegyT sz&8m sz&mjegyei (valamilyen
sorrendben) 1, 2, 3, 4, 5, 6. Az elsR k@t sz8mjegybRI §l1- k@tjegyT sz&8m oszthat -
2-vel, az elsR h§rom sz8mjegybRl §ll- h§romjegyT sz&8m oszthat- 3-mal és igy
tovabb, maga a szam oszthat6 6-tal. Melyik ez a szam?

Megoldas. A hatjegyT sz8m m8§sodik, negyedik s hatodik jegye a 2-vel, 4-gyel és 6-
tal valé oszthatdsag miatt paros kell legyen, és az 6todik jegy az 5-tel oszthatdsag
miatt csak 5 lehet. Az elsR ®s a harmadik jegy teh8t csakis az 1 ®s a 3 lehet valamely
sorrendben. A harommal oszthatésag miatt a méasodik jegy csak a 2 lehet, hiszen
1+4+3 illetve az 1+6+3 egyike sem tobbszorése a 3-nak. gy ha sz8munk elsR
harom jegye sorrendben az 123, Ugy a 4-gyel oszthatdsag miatt a negyedik jegy csak a
6 lehet, mivel 34 nem oszthatd 4-gyel, ekkor teh§t a hatjegyT sz8m a 123654. Ha
pedig sz8munk elsR h&rom jegye rendre a 321, ¥gy a negyedik jegy ism®t csak a 6,
hiszen a 14 nem nem tdbbszorose a 4-nek, szamunk tehat most a 321654. Mindkét
esetben a 6-tal oszthatosagot a szam parossaga €s jegyei Osszegenek
(1+2+3+4+5+6=21) 3-mal val6 oszthatdsaga biztositja.
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4. Jelolje egy haromszog csucsait A, B és C. Legyen az AC oldal felezRpontja
E, a BC oldal B-hez kozeli harmadol6é pontja D. Az AD és BE egyenesek
metszéspontjat jelolje F. Mekkora a BDF haromszdg és az FDCE négyszog
teriiletének aranya?

I.Megoldéas. Huzzunk az E ponton &t egy, az AD -vel parhuzamos egyenest. Messe
ez BC-ta G -ben (&bra). Mivel az ACDD -ben E felezRpont @ EG || AD, ezért EG

e haromszdg egyik kdzépvonala és ennélfogva G felezia DC -t, G tehat a BC -nek
C -hez kdzelebbi harmadolopontja. Most tekintsiik a BEGD -et. Ebben D a BG -nek
felezRpontja s FD || EG, tehdt FD kdzépvonala a haromszognek, azaz F felezi a

BE-t. A CDED terllete a BECD teriletének %-a, hiszen CD =§CB és ezekhez az

oldalakhoz tartoz6 magassagaik azonosak. igy a BDED teriilete pedig a BECD

teruletének %-a. Mivel F felezi a BE-t, ezért a BDFD terllete ésaz EFDD tertilete
egyeniR, ®spedig a BECD tertiletének %-éval. A CDFE négyszog teriletére tehat a

BECD terlletének %-ajut, és igy a keresett teriiletarany 1:5.

I1.Megoldas: Fektessiink az E ponton &t egy, az CB-vel parhuzamos egyenest.
Messe ez az AD-t a H pontban. Az EH kozépvonala az ACDD -nek, hiszen E

felezRpont ® EH ||CD . Ennélfogva EH =%DC. Am a D harmadoldpontja BC -

nek, vagyis BD=%DC, tehdt EH =BD, amibRl k°vetkezik, hogy az EHBD

nBgysz®g paralelogramma, mert van k8t p8rhuzamos @s egyenlR oldala. A
paralelogrammaét atloi (a BE ésa DH szakaszok) n®gy egyenlR ter¢ letT h§romsz®gre

daraboljak, tehat Tgpep = Tperp, @M @ BDED terlilete a BCED teriiletének %-a,

. 1 A . .
vagyis, Tgpep = ETBCED es ezert Tepee = %TBCED . A keresett arany tehat 1:5.

I11.Megoldas: Huzzunk a B, a C és az E pontokon & AD -vel parhuzamos
egyenest. Az E -re fektetett ilyen egyenes a DC szakaszt felezi, mert az ACDD -ben
ez az egyenes kdzépvonal. Hizzunk most a C, a D és az utébb nyert G (a DC
felezRpontja, azaz a BC masik harmadol6pontja) pontokon at a BE -vel parhuzamost.
Igy az 6sszehasonlitasra vard két sokszoget egy paralelogramma-racsba helyeztiik,
amelynek Ar§csszemeid egybev8g-ak, teh§t egyenlR ter¢letTek is. A 9 egybevsg-
lapbél a BECD 3 lapnyit tolt ki, hiszen a BHCD terilete 4.5 lapnyi, a CEHD
terlete pedig 1.5 lapnyi. A BFDD teriilete 0.5 lapnyi, tehat a keresett arany
0.5:2.5, ami éppen az 1:5 ar8nnyal egyenlR.
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9. évfolyam

1. Preciz Peti felirta a szamokat 1-tRl 10000-ig. EIRsz®r al§h¥izta pirossal azokat a
szamokat, amelyek oszthatdk 4-gyel, majd aldhlzta zolddel azokat, amelyek
oszthatok 5-tel, végul alahluzta kékkel az 6sszes 6-tal oszthatot. Hany szam lett
igy aldhtizva pontosan két szinnel?

Megoldas. Piros és z6ld szinnel 6sszesen 500 szam van aldhizva, ugyanis ennyiszer
van meg a 10000-ben a 4 és 5 legkisebb kozds tobbszordse. Zélddel és 833 szam van
alahuzva, pirossal és kékkel pedig 333. Mindegyik 0sszegben szerepelnek azok a
szamok is, amelyek héaromszor lettel aldhlzva. Ezek szama 166. A keresett
sz8moss8got a k®vetkezR sz8mol8s adja:

500 +833+ 333 - 30166 = 1666 - 498 =1168.

2. Melyek azok a k@tjegyT term@szetes sz8mok, amelyekre igaz, hogy maga a
szdm 17-tel nagyobb, mint szdmjegyeinek szorzata?

I.Megoldas. Ha a k8tjegyT sz8m tizeseinek sz&ms§t x, egyeseinek szamat pedig y
jeleli, akkor a felt®telek szerint k@tjegyT sz8mnkra 10x+y =xy+17, ahol x 21 és
0¢y¢9. Tegyiik a fenti egyenletbe x hely@re rendre a pozit?v egyjegyTeket:
10+y=y+17, 20+ y=2y+17, 30+ y =3y +17,
40+y=4y+17,50+y=5y+17, 60+y =6y +17,
70+y=7y+17,80+y=8y+17,90+y=9y+17.
A fenti egyenletek k®z¢ | az elsRnek nincs megold8sa, a m8sodikat k®vetR ©tnek @s az
utolsénak egész megoldasa nincs. A masodikat az y =3, m?g az utols- elRttit az
y =9 el®gi ki, teh§t k6t olyan kétjegyT sz§m lehet, amely a felt®teleket kiel®g?ti, a
23 ésa89. Mivel 203+17 =23 és 809+17 =89, a 23 és a 89 valéban megoldasok.

Il. Megoldas: EIRbbi jel®l@s¢nket megtartva a 10x + y = xy +17 egyenletet alakitjuk
8§t a kOvetkezRk®ppen: 0=xy -10x -y +10+7. Tettlk ezt azért, hogy a jobb oldal
elsR nBgy tagj8t szorzatt§ alak?hassuk, mint 0=(x-1)(y-10)+7, amibRl
(x-1)(y -10) =-7. Most mar lathato, hogy az x21 és y ¢9 egészek miatt a bal

oldal mindkét t@nyezRje eg®sz sz8m, megpedig az elsR t®nyezR a pozit2v, a m§sodik
negativ. llyen egészek szorzata csak ugy lehet -7, ha
x-1=16s y-10=-7

vagy
x-1=7 és y-10=-1.

Az elsR lehetRsBg az x =2, y =3, amasodik az x =8, y =9 megoldasokat adja.
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3. Egy sz8msorozat valamely tagj8t jobbminim§lisnak nevezz¢k, ha tRle jobbra
nem talalhat6é néla kisebb szam. Példaul a (2; 1; 4; 6; 3; 7; 8; 5) sorozatban
jobbminim8lis sz8mok az 1 ®s a 3 (a jobbsz®IsR 5-6st nem tekintjuk annak). Ezek
alapjan az emlitett sorozatban a masodik és az 6todik helyen all jobbminimalis
szam. Hany olyan sorrendje (permutéciéja) van az 1, 2, ..., 8 szamoknak,
amelyekben a masodik és az 6todik helyen (és esetleg masutt is) jobbminimalis
szamok allnak?

Megoldas. Clltsuk ©ssze a keresett permut8§ci-t balr- | jobbra haladva. Az elsR helyen
a 8 sz8m kOz¢ | b§rmelyik §llhat. A m§sodik sz8m egy@rtelmTen meghat§rozott, hiszen
csak akkor lehet jobbminimalis, ha a megmaradt szdmok kozil a legkisebbet
valasztjuk. A harmadik és a negyedik szdm a megmaradtak kdzil barmelyik lehet. Az
otodik szam ismét kizardlag a még fel nem hasznalt 4 szam kozil a legkisebb lehet. A

megmaradt 3 sz8mot beZhatjuk tetszRleges sorrendben. Ez ©sszesen 8A6ASA3A2A1 =
1440 lehetséges sorrendet ad.

4. Legyenek x,, X, és x. az ABC hegyessz°gT h§romsz°g tetszRleges P belsR

pontjanak rendre az a, b és c oldalaktol mért tavolsagai. Jelélje m,, m, és m.a
megfelelR oldalakhoz tartoz- magass8gokat. lgazold, hogy
ﬁ + i + i =1. ¢
ma mb mc
m;

Megoldéas. Mivel
Ter(BCP) +Ter(CAP) +Ter(ABP) =Ter(ABC),
igy elosztva mindkét oldalt Ter(ABC) -vel adddik:
Ter(BCP) N Ter(CAP) N Ter(ABP) 1
Ter(ABC) Ter(ABC) Ter(ABC)
Behelyettesive sorban a megfelelR h§romsz®gek ter leteit kapjuk, hogy
alx, blx, cOx,
2 2 2 _
alm, ¥ bim, ¥ cim, -1
5 2 2 2
Elvégezve az egyszerTsi®seket megkapjuk a keresett egyenlIRs@get, azaz hogy
X_a + & + ﬁ =1.

m m, m

C

112



10. évfolyam

1. A g°d@nyh8zi sCriv- versenyen h8rman keriltek a d°ntRbe: a
tTzolt-parancsnok, a k8ntor ®s a harangoz-. A Kkijel°lt idR alatt a
tTzolt-parancsnok és a kantor egyutt kétszer annyi sért ivott meg, mint a
harangoz-. A tTzolt-parancsnok ®s a harangoz- egygttes teljesstm@nye viszont
haromszor annyi, mint a kdntoré. Ki nyerte a versenyt?

I.Megoldas. Jeloljiik a tTzolt- parancsnok, a k§ntor ®s a harangoz- &ltal elfogyasztott
sérmennyiséget rendre t-vel, k -val és h-val. Ekkor

t+k=2h ést+h=3k.
A két egyenletet kivonva adddik, hogy k-h=2h-3k, azaz 4k -3h, ahonnan
belathato, hogy h>k.
Megallapithatjuk teh8t, hogy a k8ntor nem nyerhetett, ez®t most m8r elegendR a
tTzolt-parancsnok @s a harangoz- teljesim@nyét osszehasonlitani. Ehhez a fenti
egyenletrendszert Ggy alakitjuk, hogy k essen ki belRle (3-mal szorozzuk az elsRt @s
hozzéadjuk a masodikhoz), azaz 4t + 3k +h =6h + 3k, ahonnan 4t =5h, vagyis t > h.
Tehat a tTzolt- parancsnok nyert.

I1.Megoldas. A tTzolt-parancsnok olyan vodrét készittetett, amelynek térfogata
pontosan az R S§ltala elfogyasztott s°r mennyis@g@vel egyezett meg. tgy az R
teljesitménye 1 vodor volt. Jeldljuk tovabbra is a kantor és a harangoz6 Altal
elfogyasztott sérmennyiséget rendre k -val és h-val. Ekkor a verseny jegyzRk®nyve
alapjan tapasztaltakat mar felirhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel:
1+k=2h és1+h=3k.

Az elsR egyenletbRl k=2h-1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
1+h=3(2h-1) ad-dik. EbbRI

h=ﬁ és k=2h—1=20£—1=§.
5 5 5

Mivel k és h kisebb 1-nél, ezért a tTzolt- parancsnok nyert.

111.Megoldas.

A tTzolt-parancsnok @s a k8ntor egystt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo.

Eszerint a harangozo teljesitménye atlagos.

Vagy van nala jobb és gyengébb, vagy mindharom egyforma.

A tTzolt-parancsnok @s a harangoz- egygttes teljes?tm@nye h§romszor annyi, mint a
kantore.

Eszerint viszont, ha a k8ntor hely®re a harangoz- ker¢l a k®tfRs csapatba, akkor a
k@tfRs csapat teljes?tm@nye javul a kimaradt egy fRh©z k@pest, teh8t a harangoz-
teljesitménye nagyobb a kantorénal.

A fentiekbRI bel§that -, hogy a sorrend: tTzolt- parancsnok, k§ntor,harangozo.
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2. Egy k@tjegyT sz8m sz&8mijegyei k°z® 2rtunk egy sz&8mjegyet. Az 2gy kapott
h§romjegyT sz§m @s az eredeti k®tjegyT sz&8m sz&mtani kOzepe egyenlR az eredeti
kétjegyT sz&8m sz&8mjegyeinek felcser@l@sével kapott kdtjegyT sz8mmal. Mi volt az
eredeti szam?

Megoldas. Legyen az ab ketjegyT sz&m, k pedig a szamjegyei kozé irt harmadik
ab + akb

szamjegy. A feltételek alapjan = ba, vagyis a h§romjegyT sz§m kisebb 200-

nal (méasképpen a szamtani kozép is haromjegyT). Teh§t az a=1 és akkor
10+b+100+10k +b =20b + 2, amely alapjan 108 +10k =18b, azaz 5k =9(b - 6),
tehat 9 osztdja az 5k -nak, igy a k =0 vagy k =9. Ha k =0, akkor az eredeti szdm
16. Ha k =9, akkor 54+ 45=9b, b =11 pedig nem lehetséges.

3. Az AB és CD egy O kozéppontu kornek k@t, egym8sra merRleges §tme@rRje.
Az OD szakaszt felezR E ponton halad az AF hur, az AB és CF szakaszok
metszéspontjaa G pont. lgazold, hogy az |OB |=3)|OG | és a |CF |=3)| DF |.

Megoldas. Jelélje r a kor sugardt. Az AOED © AFBD, mert k@t megfelelR sz°g¢k
egyenlR. Ugyanakkor BFCT = CFAT = AFDT (azonos hosszusagu ivekhez tartozé

kerileti szbgek), ezért GF szOgfelezR az AFBD -ben, tehat E:E:E,
|GB| |BF| 1

amibRl |OGI=r-§r=%r=%IOBI, azaz |OB|=3)|OG|. Mivel IDEI=%r és
|CE|=§r, ezért mivel EF sz°gfelezR a CFDD -ben, igy @:@:1, azaz
2 ICF| |CE| 3

|CF |=3)| DF|.

4. Legyenek X, X,,X3,=, X5009 POZitiv valos szamok.
Bizonyitsd be a k®vetkezRket:

a) Minden pozitiv x valés szamra igaz, hogy x(1-x) ¢ %

b) EgyidRben nem teljes¢ Ihet a k®vetkezR egyenlRtlens®gek mindegyike:
1

1 1 1
X (1-%;) >Za Xo(1-X3) >Za -+ Xo008 (1= Xa009) > 2 Xa000 (1= X1) >z-
Megoldés. a)
X(1-x) ¢%, ebbRI x? - x ¢%, ahonnan 4x% - 4x ¢1, azaz (2x+1)% 20.

b) Tegylk fel, hogy léteznek az §lIt8sban szerepIR olyan X, X,, X3,=, X,009 POZitiV

valés szamok, amelyekre egyidRben teljes¢Inek a fenti egyenlRtlens@gek. Ekkor
Osszeszorozva az egyenlRtlenségeket azt kapjuk, hogy

” L 1
X (1= %) 0% (1= %) 0=0 X009 (1= Xa009) > 42009

Mivel x(1-x) ¢% minden x pozitiv valds szam esetén, igy

H L 1
X (1= %) 0%, (L= %) 0=0Xp009 (1 = Xp909) ¢ 42009

adodik, ami ellentmondast eredményez, tehat a b) allitas igaz.

114



11. évfolyam

1. A g°d@nyh8zi sCriv- versenyen h8rman keriltek a d°ntRbe: a
tTzolt-parancsnok, a k8ntor ®s a harangoz-. A Kkijel°lt idR alatt a
tTzolt-parancsnok s a kantor egyutt kétszer annyi sért ivott meg, mint a
harangoz-. A tTzolt-parancsnok ®s a harangoz- egygttes teljesstm@nye viszont
haromszor annyi, mint a kdntoré. Ki nyerte a versenyt?

I.Megoldas. Jeloljiik a tTzolt- parancsnok, a kntor ®s a harangoz- &ltal elfogyasztott
sérmennyiséget rendre t-vel, k -val és h-val. Ekkor

t+k=2h ést+h=3k.
A két egyenletet kivonva adddik, hogy k-h=2h-3k, azaz 4k -3h, ahonnan
belathato, hogy h>k.
Meggllapzhatjuk teh8t, hogy a k8ntor nem nyerhetett, ez®&rt most m8r elegendR a
tTzolt-parancsnok @s a harangoz- teljesim@nyét osszehasonlitani. Ehhez a fenti
egyenletrendszert Ggy alakitjuk, hogy k essen ki belRle (3-mal szorozzuk az elsRt @s
hozzéadjuk a masodikhoz), azaz 4t + 3k +h =6h + 3k, ahonnan 4t =5h, vagyis t > h.
Tehat a tTzolt- parancsnok nyert.

I1.Megoldas. A tTzolt-parancsnok olyan vodrot készittetett, amelynek térfogata
pontosan az R S§ltala elfogyasztott s°r mennyis@g@vel egyezett meg. tgy az R
teljesitménye 1 vodor volt. Jeldljuk tovabbra is a kantor és a harangoz6 Altal
elfogyasztott sérmennyiséget rendre k -val és h-val. Ekkor a verseny jegyzRk®nyve
alapjan tapasztaltakat mar felirhatjuk kétismeretlenes egyenletrendszerrel:
1+k=2h és1+h=3k.

Az elsR egyenletbRl k=2h-1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
1+h=3(2h-1) ad-dik. EbbRI

h=ﬁ és k=2h—1=20£—1=§.
5 5 5

Mivel k és h kisebb 1-nél, ezért a tTzolt- parancsnok nyert.

111.Megoldas.

A tTzolt-parancsnok és a kantor egyitt kétszer annyi sort ivott meg, mint a
harangozo.

Eszerint a harangozo teljesitménye atlagos.

Vagy van nala jobb és gyengébb, vagy mindharom egyforma.

A tTzolt-parancsnok @s a harangoz- egygttes teljes?tm@nye h§romszor annyi, mint a
kantore.

Eszerint viszont, ha a k8ntor hely®re a harangoz- ker¢l a k®tfRs csapatba, akkor a
k@tfRs csapat teljes?tm@nye javul a kimaradt egy fRh©z k@pest, teh8t a harangoz-
teljesitménye nagyobb a kantorénal.

A fentiekbRI bel§that -, hogy a sorrend: tTzolt- parancsnok, kantor,harangoz.
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2. Felirtuk egy tablara 1-tRI 2009-ig a szdmokat, majd valamelyik két
szomszédost letoroltik, és helyettik felirtuk a kuldnbségiket (a nagyobbdl
kivonva a kisebbet). Ezt az eljarast addig ismételgettiik, mig végll csak egy szam
maradt a tablan.

a) Mutassuk meg, hogy utolsé szamként nem johet ki az 1000.

b) Adjunk egy eljarast, amely utolsé szamként az 1001-et eredményezi!

Megoldas: a) Ha a szamsorozatb6l Kkihuzok két szamot és helylikbe irom a
kilénbséguket (a nagyobbdl kivonva a kisebbet), akkor a és b szam esetén (a<b) a
szamsorozat tagjainak az dsszege

-a-b+(b-a)=-2a
szerint valtozik, vagyis a Kisebb szam kétszeresével csokken. Ezek szerint az 6sszeg
paritdsa nem valtozik. A természetes szdmokat 6sszegezve 2009-ig paratlan szamot
kapunk, mert négy szomszédos szam (két paratlan és két paros szdm) 6sszege mindig
paros. 2008-ig a szamok felbonthaték ilyen szomszédos szamok alkotta
szamnégyesekre, tehat 6sszeguk is paros. Ehhez hozzaadva a 2009-et paratlan szamot
kapunk.
A fentiek alapjan 1000-et nem kaphatunk végeredményként, mivel paros szam, a
kiindulasul vett szamsorozat tagjainak 6sszege pedig paratlan.
b) Az elRzR r®sz fejteget®se alapjSn nem lehetetlen, hogy tal§ljunk egy ilyen elj8r8st.
Figyeljuk ismét a szomszédos szamokbdl képzett szamnégyeseket. A zardjelbe tett
szamokat cseréljik ki a kulonbsegukre:

a,a+la+2,a+3
(a,a+l), (a+2,a+3)
1 1
@ 1
0
vagyis szomsz@dos szSmokb-1 §ll- sz8mn@gyesek null8ra cser®lhetRk. KCnnyen
belSthat-, hogy tetszRleges sz&8m¥: 0 sorozatos cser®kkel egyetlen O-ra cser®@lhetR.
Ezek alapjan:
12,34, 5,6,7,8, =, 997,998,999,1000, 1001,
1002,1003,1004,1005, =, 2006,2007,2008,2009
@,2,3,4), =, (997,998,999,1000), 1001, (1002,1003,1004,1005), =, (2006,2007,2008,2009)
0, =, 0, 1001, 0, =, 0
0, 1001, O

1001, O

(1001, 0)

1001
M8s megfelelR elj8rSs is I8tezik.

3. Legyen az ABCD trapéz ®rintRn@gysz®g, amelynek az alapon fekvR sz°gei a
. |AB|_ . a;. b
és b. lgazold, hogy —— =ctg—lctg—.

g ay ICD| g > g >

Megoldéas. Legyen S az ABCD trapéz beirt kdrének kozéppontja, és jeldlje a beirt
kor érintési pontjait az AB és CD oldalakkal rendre M és M, . Ekkor
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AM = MSOctg% és BM = MSOctg%, MS =r a beirt kdr sugara, ezért
_ - b, _ .4 a b
AB =AM + MB = MS((ctg—+ctg—) =rlzctg—+ctg—g.
2 2 ¢ 2 27
Mivel SOM,T=2 -2 ¢s scM T =2 -2 ezent
2 2 2 2

DM, = Mlsotg% és CM, = Mlsotgg,

ebbRI k®vetkezik, hogy
CD=CM, +DM, =M SOwtg—+tgb8—r02tg%+tg§8,
¢ ¢ B

vagyis
a b
AB_cth+cth_ a. b
0. _a b —CthOCth.
tg= +tg
gz gz
4. Bizonyitsd be, hogy az
, n+1  n?+1
X*——x-——=0

n 2n
egyenlet gyokei val6sak €s irracionalis szamok minden n természetes szamral

Megoldas. A egyenlet gydkei valosak, ha a determinans D20 és haa D nem teljes
negyzetszam, akkor azok irracionélisak Igazoljuk, hogy nincs olyan k egész szam,

i 4
+1 4§ n
Elégseges tehat |gazoln|, hogy a=n"+2n°+2n + 2n +1 nem négyzetszam.

Mivel (n*+n)?=n*+2n+n’<a é (n*+n+1)?=n*+2n*+3n?+2n+1>a, a
vizsgalt 0sszeg két négyzetszam kozott van, igy az nem négyzetszam.

n*+2n®+2n?+2n+1

n2

=k>.

amelyre teljesil:

k?, azaz
8
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12. évfolyam

1. Egy bank pancélszekr®ny®n t°bb k¢ 1°nb°zR z8r van. Kulcsaikat %gy osztott§k
szét a bank négy pénztarosa kozott, hogy a pancélszekrény kinyitasahoz legaldbb
h8rmuknak jelen kell lenni, de mind a n@gynek nem, hogy a n8luk levR
kulcsokkal ki lehessen nyitni az 6sszes zarat. (Egy zarhoz tébbuknél is lehet
kulcs, és egy embernél tobbféle kulcs is lehet.) Legkevesebb hany zar van a
pancélszekrenyen?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy legaldabb 6 zar van a pancélszekrényen. Mivel két
pénztaros jelenléte kevés a nyitashoz, ezért barmelyik két pénztaros egyuttes
kulcsk®szlet®bRI legal8bb egy z8r kulcsa hi§nyzik. B8rmelyik p@nztSros p8rosnak
mas-mas kulcsa hidnyzik a szekrény kinyitasahoz, mivel ha volna két paros, akikkel
ugyanannak a kulcsnak a hidnya miatt nem lehet a pancélszekrényt kinyitni, akkor a
parosokbol val6 hadrom pénztaros nem tudnd kinyitni, holott a feltétel szerint ennyi
p@nzt8ros erre mindig k@pes. A n@gy p®nzt8rosh- | hatf@lek®ppen v8laszthat- ki kettR,
tehat a fentiek miatt legalabb ennyi zér van.

Ha a pénztarosokat A, B, C és D jel6li, a zarakat, illetve a hozzajuk tartoz6é kulcsokat
az 1, 2, 3, 4, 5 és 6, akkor az alabbi tablazat mutatja, hogy 6 zarra teljestlhet
valamennyi felt@tel (a + jelenti a p@nzt8rosnsl levR kulcsot):

1 |2 |3 |4 |5 |6
A [+ |+ |+
B |+ + |+
C + + +
D + + |+

sin®x+cos®x _ sin® x - cos* x

2. Hatarozd meg a =
g 1+\/§sinx 1+ﬁsinx

egyenlet valds megoldasait!

Megoldas. Szorozzuk meg az egyenletet 1++/2sinx -el, ekkor 1+\/§sinxb 0,

ahonnan sinx —72, vagyis X . 57’0+ 2kp €és x . 7T’O+ 2kp . Ekkor az egyenlet igy

alakul:

sin® x + cos® x = sin* x - cos” x

(sin x + cos x) (sin? x - sin xcos x + cos? x) = (sin? x - cos? x) (sin? x + cos? x)

(sin x + cosx) (1-sin xcos x) = (sin x - cos x) (sin x + cos x) 01

(sin x + cosx) (1-sin xcos x) - (sin x - cos x) (sin x + cos x) = 0

(sin x+cosx)(1-sin xcosx -sin x+cosx) =0

(sinx+cosx)=0 U (1-sinxcosx-sinx+cosx)=0
(1-sinx)(1+cosx)=0
1-sinx=0 U 1+cosx=0
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+2kp sinx =1 cosx =-1
X, =—+2kp X; =—+2kp X, =p+2kp

Mivel x2=77’0+2kp értéket kizartuk, igy az adott trigonometrikus egyenlet

megoldasaaz M = {%+ 2kp, 3Tp+ 2kp, p + 2kp} halmaz.

3. Az y=(x-1)"+2 parabola P, és P, pontjabol az A(1,2) és B(L6) pontok
altal meghatarozott szakasz derékszogben latszik. Mekkora az ARBP, négyszig
tertlete?

Megoldas. Mivel a P, és P, pontokbol az AB szakasz derékszogben latszik, ezért P,
és P, illeszkedik az AB szakasz Thélesz-korére, amelynek kozéppontja a C(1,4)

pont, sugara 2, az egyenlete tehat (x -1)° +(y -4)° =4. Mivel P, és P, illeszkedik a
parabolara is, gy y=(x-1’+2-tRt a Kor egyenlet®be helyettestve

. 2
(x-1)" +8(x-1)°+2-4¢ =4. Ennek az egyenletnek a  megoldasai

x =1 x,=1-4/3, x,=1++/3. x, =1 az A, B pontokat adjSk, a mgsik kettRbRl
y=5.

fgy az AP,BP, négyszog deltoid, teriilete t = AB 02P1P2 =443,
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4. Hatarozd meg azt a pozitiv x szamot, melyre az

f¢ggvlny a lehetR legkisebb ®rt@ke®t veszi fel! HatS8rozd is meg ezt a legkisebb
értéket!

, " 1 -
Megoldas. Vezessik be az x+— =t helyettesitést. Ekkor
X
1 Q 1 ~ O 1 ~
X3 +—3=%x+—8%x2 —1+—28=
X° ¢ Xig X“+
Q ~é0 1 ~2 6
:%x+£8§%x+—8 —3g:t(t2 —3)
G X+gg X= ht
o "2
x° +i6+2 =8x° +i38 =24 (t? - 3f
X c X® =

ezért
I ) S
f(X P 2 - 3 -
e+t -3) 2 -3
mivel t22, ezért f(x)26, tehat f legkisebb értéke 6, ha x =1.
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A VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

8. évfolyam

1. Bir6 Dominik, Kizdr Istvan Altalanos Iskola, Szabadka, 1. dij

2. Horti Krisztina, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, I. dij

3. P6sa Vivien, Kis Ferenc Altalanos Iskola, Orom, I11. dij

4. Pataki Zsoka, Stevan Sremac Altalanos Iskola — November 11, Zenta, dicséret

5. Vorods Friderika, Stevan Sremac Altalanos Iskola — November 11, Zenta, dicséret

. évfolyam

. Nagy Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
. Gyorgyevics Elvira, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

. Kiskaroly Timea, Dositej Obradovil Gimnéazium, Topolya, I11. dij

. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markovil Gimn§zium, Szabadka, dicséret

. Somogyi Hunor, MTszaki Iskola, Szabadka, dicséret

O~ wdNDEF O

10. évfolyam

1. Piri Annaméria, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

2. Ripco Akos, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

3. Kérmoczi Andor, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
4. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

5. Gyarmati Dénes, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

6. KRrOsi Bal§zs, MTszaki K°z@piskola, Ada, I11. dij

11. évfolyam
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2. B8lind Crp&d, MTszaki K°z@piskola, Ada, 1. dij

3. Farkas Laura, Svetozar Markovil Gimn§zium, Bjvidek, 11. dij

4. Vrbaski Ivan, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij

12. évfolyam

1. Kecsenovics Egon, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

2. Balassa Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
3. Toth Szabolcs, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
4. Ago Krisztina, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij
5, Kovacsics Tobias, MTszaki K°z8piskola, Obecse, I11. dij

6. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
7. Guzsvany Szandra, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret
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A VIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

EIRad-: dr. Klukovits Lajos
EIRad8s c2me: Egy mTv@szetbRI sz¢ letett tudomSny, a projekt?v geometria

K®sz¢ IRd®s a versenyre.
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

8. évfolyam

1. A nyaron egy kis faluban volt az osztaly kirandulni. Az egyetlen bolt
8ruk®szlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsR v8s8rl-k ®s a kiflik
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy 6todét elvittlik, és ezért 1800 dinart fizettlink.
M8snap az elRzR napival azonos 8ruk@szletbRl a kifliknek ®@s a zsemléknek is a
harmadat, a tejnek negyedét vittik el és most 1500 dinart fizettiink. Harmadnap
megint masként rendeltek az osztalytarsak, és most a kiflik hatodat, a zsemlék o6t
tizenketted részét, a tejnek harom tized részét vittik el. Mennyit fizettink a
harmadik napon?

2. Egy dobozban 23 piros, 15 kek, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbdl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkékat. Adott az alabbi hdrom igaz allitas:

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

El lehet-e donteni a fenti allitasokb6l, hogy pontosan hany zdld sapka van a
dobozban? Indokold!

3. Add meg az x?y + x* =180 egyenlet pozitiv egész megoldasait!

4. Az ABC haromszégben a = b+90 . Tikrozziik a haromszoget a C csticsbol

indulé magassagvonalra. Igy kapjuk az AiBiCi haromszoget. Bizonyitsd be, hogy
a BCAj h8romsz°g der®kszogT!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

9. évfolyam

1. Egy matematika teszt megirasaban egy kozépiskola 100 tanuléja vett részt, és
az atlagpontszamuk 100 pont volt. Az als6évesek szama 50%-kal tébb, mint a
felsRBvesek®, a felsR@vesek 8tlaga pedig 50%-kal tobb, mint az als6éveseké.
Mennyi a felsR®vesek §tlagpontsz8ma?

2. Melyik az a legnagyobb természetes szam, amely kisebb a szamjegyei
négyzetdsszegénél?

3. Az ABC egyenlRsz8r% h8romsz®gben (| AC |=|BC|) a B cs¥csn§l I8vR belsR

sz°g sz9gfelezRje a szemk®zti oldalt egy P pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy
|BP|< 2| AP|.

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdéznek. A dobozbdl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapk8kat. A k®vetkezR n@gy 8lIt8sb- | pontosan h§rom igaz.

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztik piros.

Héany zbld sapka van a dobozban?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

10. évfolyam

1. Ha a és b valds szamok és ab I[-11], akkor igazold, hogy
(a+b+2)*24(a+b)ab+1).

2. Egy sz@cske ugr8l a k°r ker¢ let®n az -ramutat- j8r8§s8val megegyezR ir8nyba.
Az elsR ugr8snak egy 1 -os kdzépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2 -0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k -os
k®z@pponti sz°g felel meg. H8nyadik ugr8s8val ker¢l elRsz®r olyan pontra, ahol
mar jart?

3. Az ABC haromszég oldalain adottak az M TBC, N T AC és P I AB pontok
agy, hogy AM, BN és CP egyenesek egy pontban Q-ban metszik egymast.

Hatarozd meg a haromszog A és B szogeinek mértékét, ha BAMT =20,
ABNT =30, BCPT=20 és ACP1 =30 .

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdéznek. A dobozbodl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapk8kat. A k®vetkezR n@gy 8lIt8sb -l pontosan h§rom igaz.

(1) Ha kiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legaléabb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

Héany zbld sapka van a dobozban?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

11. évfolyam

1. Egy sz°cske ugr§l a k°r ker¢ letén az - ramutat- j8r8s§val megegyezR ir§nyba.
Az elsR ugr8snak egy 1 -os kozépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2 -0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k -os
kOz®pponti sz°g felel meg. H8nyadik ugr8s8val ker¢l elRsz®r olyan pontra, ahol
mar jart?

2. lgazold, hogy nem léteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, amelyekre
m?+4n és n® +4m is négyzetszam!

3. Bizonyitsd be, hogy:
1 49 COSX +4cosBx +8cos7x _165|n15x

COSX  COS2X  COS4x  Cos8x sin16x

4. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2010. december 4.

12. évfolyam

1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:
x° +y® =65,
x* - x?y?+y* =13,

2. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

3. AB §tmerRjT flkerbe be2rtunk egy ABCD konvex négyszoget (C és D egy
felkoron vannak). Legyen P a CD oldal egy tetszRleges pontja, valamint Q a P

merRleges vet¢ lete az AB -re. Igazold, hogy:
|QA[1]QB[-|PC|0|PDI PQ*.

4. Az a,a,a;,> pozitiv szamok szamtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak.

Igazold, hogy:
LEE S S 2 2i+i+?+ig.
qa, @an, d tacdy @ a +

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.

J6 munkat!
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A VIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
FELADATAINAK MEGOLDASAI

8. évfolyam

1. A nyaron egy kis faluban volt az osztaly kirandulni. Az egyetlen bolt
8ruk®szlete minden reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az elsR v8s8rl-k ®s a kiflik
felét, a zsemlék negyedét, a tej egy 6todét elvittlk, és ezért 1800 dinart fizettlink.
MS8snap az elRzR napival azonos §ruk@szletbRI a kifliknek ®s a zseml®knek is a
harmadat, a tejnek negyedét vittik el és most 1500 dinart fizettink. Harmadnap
megint masként rendeltek az osztalytarsak, és most a kiflik hatodat, a zsemlék o6t
tizenketted részét, a tejnek harom tized részét vittik el. Mennyit fizettink a
harmadik napon?

(A megoldasban jeléljuk a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi arukészletének
arat k, z és t betTkkel.)

Megoldéas. Ha a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi arukészletének arat k, z és t
betTkkel jel°lj¢k, akkor

KiZitogooes K424t o600,

2 3 4 3 45

) .k oz t
Arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi — + — + — értéke.
gyl gy y 6 12" 20

Az elsR ket feltetelbRl nem tudjuk meghat8rozni k, z és t értekét.
Mégis milyen dsszefliggés lehet a harom tortkifejezés kdzott?
Némi prébalgatés utan rajohetlink, hogy ha az elsR egyenletbRI kivonjuk az m§sodik
egyenletet, akkor megkapjuk a keresett értéket. Valéban,
k k_k z z_z t t_t
2 3 63 4 12" 4 5 20
Eszerint a harmadik napon 900-660 = 240 dinart fizettlink.

2. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbol csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapkékat. Adott az alabbi hdrom igaz allitas:

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztuk zold.
(3) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

El lehet-e donteni a fenti allitasokb6l, hogy pontosan hany z6ld sapka van a
dobozban? Indokold!

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasb6l milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a zold sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem feh@r sapka van, 2gy z°ldbRl 62 - 23 - 15 = 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kih(zott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15 + 20 = 58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 - 15 - 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
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3. Add meg az x?y + x* =180 egyenlet pozitiv egész megoldasait!

I.Megoldas. Hasznaljuk fel az x*y +x? = x*(y +1) azonossagot. Mivel y +1 egész,
g J

ezért x* a 180 osztdja. Ki kell keresni a 180 osztoi kozill a négyzetszamokat. A
180 = 22(3%(5 pr2mt@nyezRs felbont§ssb- 1 a megfelelR oszt-k az 1, 2° =4, 3% =9,
22(3% =36. A megoldast ad6 (x,y) parok tehat: (1179), (2,44), (319), (6,4).

I1.Megoldas: x? és x?y is pozitiv egész, igy kisebb 180-nal. x> nem nagyobb x?y -

nal, igy legfeljebb % =90. Soroljuk fel a 90-nél nem nagyobb négyzetszamokat, és

2

szamoljuk ki mindegyik esetben 180 ; X_ értékét. Ha egészet kapunk hanyadosként,
X
akkor megoldast talaltunk. Ha a hanyados nem egész, akkor az x érték nem ad
megoldast.
X 1 2 3 4 5 6 7 8
N 1 4 9 16 25 36 49 64
180-x% | 179 44 19 41 31 4 131 29
% 4 5 49 2

A megoldasok: x=1, y=179, x=2, y=44, x=3, y=19 és x=6, y=4.

4. Az ABC haromszégben a = b+90 . Tikrozziik a haromszoget a C csticsbol

indulé magassagvonalra. Igy kapjuk az AiBiCi haromszoget. Bizonyitsd be, hogy
a BCAj h8romsz°g der®kszogT!

Megoldas. Az a>90 , vagyis tompaszog a feltétel szerint. Ezért a C csucshol
indul6 magassag T talppontjaaz AB szakaszon Kivil van.

A CT egyenesre valé tilkrozés miatt a = CAiBiT , ez az AIBCD k¢IsR sz°ge is, ez0rt

a=BCAT+b,
amiaz a =90 + b feltétellel egybevetve a
BCAIT =90°
azonossagot adja.
C
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I1.Megoldas: Az allitas igazolasara elég megmutatnunk, hogy AiC || m,.

C

Az m, az AB félegyenessel 90 - b szOget zar be, mig a CAj ugyanezzel a

félegyenessel
180 -a=180 -(b+90)=90 -»b
szOget. A két egyenes AiC és m, valoban parhuzamosak, és ezt kellett igazolni.

111.Megoldas:
C

B oL
A T A B

Emeljink a C pontban a BC -re merRlegest. Ez a merRleges messe az AB egyenest
az A" pontban. A" kiilonbozik az A ponttdl, mivel BCAT <90 . Ha belatjuk, hogy
CA'AT =CAAT,
akkor belattuk, hogy az A-nak a CT -re vonatkozd tikorképe az A", és ezzel
bebizonyitottuk a feladatbeli allitast. Az A°CBD der®kszOgT, teh§t
CAAT=90 -b.

A feltételek miatt
CAA 1 =180 -a=180"-(90 + b)=90 - b,
és éppen ezeket kellett belatnunk.

130



9. évfolyam

1. Egy matematika teszt megirasaban egy kozépiskola 100 tanuldja vett részt, és
az atlagpontszamuk 100 pont volt. Az als6évesek szama 50%-kal tébb, mint a
felsRBvesek®, a felsR@vesek S8tlaga pedig 50%-kal tobb, mint az als6éveseké.
Mennyi a felsR®vesek §tlagpontsz8ma?

Megoldas. Ha a felsR@ves tanul-k I8tsz8mSt 2t -vel jeldljuk, akkor az alsGévesek
szama 3t. Mivel a kettR ©sszege, az 5t éppen 100, ezért t =20, amibRI k®vetkezik,
hogy 60 als-@ves @s 40 felsR@ves vett r@szt a tesztel@sen.

Az als6évesek atlagpontszamat jeldljuk 2a-val. Ekkor a felsR@vesek §tlagpontsz&8ma
(6002a+4003a) _ 240a

=2,4a. Mivel ez a
100 100

3a. Az egész iskola atlagpontszama:

szam 100-zal egyenlR, gy a = 100 = 1275 A felsR®vesek pontsz8§mSnak Stlaga ennek

2,4

a haromszorosa, azaz 125.

2. Melyik az a legnagyobb termeészetes szam, amely kisebb a szamjegyei
négyzetdsszegénél?

Megoldas. A keresett szamot jeldlje N =a a,,...a,a, . EKkor

a, 010" +a, 010" +..+a,010+a, <a’+a’, +..+a’ +a’.
Atrendezés utan kapjuk az
*) a,(l0"-a,)+a, (10" -4, )+..+a,(10-a)+a,(1-a,)<0
egyenlRtlens®get, amelynek csak az utols- tagja lehet negat?v. Az utols6 tag minimalis
értéke 90(1-9)=-72. Ha k22 és a, 0, akkor a (10" -a )>10(10* -9)>90.
Ebben az esetben a (*) egyenlRtlens®g baloldala nem lehet negat?v, gy az a, =0,

vagyis a szam legfeljebb kétjegyT. A k@tjegyT sz8mok k°z¢ 1 a 99-re teljesiil a feladat
feltétele, igy ez a keresett szam.

3. Az ABC egyenlRsz8r% h8romszPgben (| AC |=|BC|) a B cs¥csn§l I8vR belsR

sz°g sz°gfelezRje a szemkdzti oldalt egy P pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy
|BP|< 2| AP|.

C Megoldas. Az R pont illeszkedjen a BC oldalra agy,
hogy a PR szakasz parhuzamos legyen az alappal. Ekkor
az ABRP n@gysz®g egyenlRsz8r¥: trap®z, mert van
p8rhuzamos oldalp8rja, ® az alapon fekvR sz°gei
egyenlRk. Tov8bb§

B R ABPT = BPRT , mert véltoszdgek,
ABPT = RBPT, mert PB sz°gfelezR, teh§t
BPRT = RBPT .
|PR|=|RB|, mert a BPR haromszdg azonos
A B nagysagu szogeivel szemben fekszenek.
A hédromszdg-egyeniRtlens@gbRl  kiindulva a fenti
megfigyeléseink alapjan | BP |[<| PR|+|RB|=2|RB|= 2| AP|.
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4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szinukben kulénbdznek. A dobozbodl csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapk8kat. A k®vetkezR n@gy 8lIt8sb -l pontosan h§rom igaz.

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztiik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztuk zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlk piros.

Héany z6ld sapka van a dobozban?

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasbol milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a z6ld sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem feh@r sapka van, 2gy z°ldbRl 62 - 23 - 15 = 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kihdzott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15 + 20 = 58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A feh@r ®s a z°ld sapk8k sz8ma legal8bb 46, teh8t zCIdbRI legal8bb 26 van.

(4) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 - 15 - 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
Az (1) és a (3) egyméasnak ellentmondo allitasok, tehat kozulik az egyik hamis.
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt ©sszevetve az elRzR felt®telekkel azt kapjuk, hogy a
(3) a hamis allitas, és 18 z6ld sapka van a dobozban.
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10. évfolyam

1. Ha a és b valds szamok és ab I[-11], akkor igazold, hogy
(a+b+2)*24(a+b)ab+1).

Megoldéas. Az egyenlRtlens®g ekvivalens az

(a+b)? +4(a+b)+424(a+b)ab+4(a+b)
egyenlRtlens®ggel. Mivel ebbRI

(a+b)’ -4(a+b)ab+420,

majd hozzaadva és kivonva 4a®b?®-et adédik, hogy

(a+b)? - 4(a+b)ab +4a%h? + 4(1 - a’h?) 20.
EbbRI ad- dik, hogy

(a+b-2ab)® +4(1-a’h?) 20,

mert mindkét tag nemnegativ.

2. Egy sz@cske ugr8l a k°r ker¢ let®n az -ramutat- j8r8§s8val megegyezR ir8nyba.
Az elsR ugr8snak egy 1 -os kdzépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2 -0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k -os
kez®pponti sz°g felel meg. H8nyadik ugr8s8val ker¢l elRszér olyan pontra, ahol
mar jart?

Megoldas. A k-adik ugras utdn a szocske helyzet@t jellemzR k©z®pponti sz°g
mertéke

1+2+3+...+k = k(k2+1),

igy ha m>k, a k-adik és m-edik Iépés utdn pontosan akkor keril a szdcske
ugyanabba a pontba ha
mm+1) k(k+1) — 360
2 2

ahol nTN . Innen
m? -k*>+m-k=720n,
illetve
(m-k)(m+k+1)=720n=2%03%050n .
Mivel az m-k és m+k+1 paritdsa nem azonos, az elRbbi egyenlet csak akkor
teljestlhet, ha
16/(m-k) vagy 16/(m+k+1).

Mivel m >k, és a legkisebb megoldast keressuk igy feltételezziik hogy n=1, ezért az
alabbi egyenletrendszereket vizsgaljuk:

m-k =15 m-k =16

m+k+1=48 és m+k+1=45
Az elsR esetben m=30 és k =14, mig a mésodikban m=31 és k =16. Lathato,
hogy m=30 a kisebb megoldas, tehat a szocske 30 ugras utan ker¢l elRsz®r olyan
pontba, ahol mar korabban is jart.
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3. Az ABC haromszég oldalain adottak az M TBC, N T AC és P I AB pontok
agy, hogy AM, BN és CP egyenesek egy pontban Q-ban metszik egymast.

Hatarozd meg a haromszog A és B szogeinek mértékét, ha BAMT =20,
ABNT =30, BCPT=20 és ACP1 =30 .

Megoldas. PBNT = PCNT, ezért a PBCN h%rn@gysz®g, amibRl kPvetkezik, hogy
PNBT = PCBT =20 . Ennek alapjan PNQT = PAQT , ezért a PANQ hirnégyszog.
APQT + ANQT =180, ugyanakkor APQT = ANQT, mert az ABN és APC
haromszdgek hasonloak. Tehat a BN, CP és AM a haromszdg magassagvonalai.
EbbRI ad-dik, hogy MACT =90 - ACM T =40, tovabb4 hogy BACT =60 és az
ABCT =180 - (50 +60)=70".

4. Egy dobozban 23 piros, 15 kék, 20 fehér és valahany z6ld sapka van. Ezek csak
a szintkben kulénbdznek. A dobozbol csukott szemmel talalomra vehetlink Ki
sapk8kat. A k®vetkezR n@gy 8lIt8sb- | pontosan h§rom igaz.

(1) Ha Kkiveszlink 63 sapkat, biztosan van koztik fehér.

(2) Legalébb 59 sapkat kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik zold.
(3) Ha kiveszlink 46 sapkat, lehet, hogy nincs koztik sem piros, sem kék.

(4) Legfeljebb 53 sapkat vehettink ki tgy, hogy ne legyen koztlik piros.

Héany z6ld sapka van a dobozban?

Megoldas. Vizsgaljuk meg sorban, melyik allitasbol milyen kovetkeztetést vonhatunk
le a z6ld sapkak szamarol.

(1) Legfeljebb 62 nem feh@r sapka van, 2gy z°ldbRl 62 - 23 - 15 = 24-nél nem lehet
tobb. (Az allitasbol nem kovetkezik, hogy pontosan 24 z4ld van, hiszen lehet, hogy
mar 60 kih(zott sapka kdzott is van zold.)

(2) Osszesen 23+15 + 20 = 58 nem z6ld sapkank van, igy ez az allitas mindig igaz.
(3) A feh@r ®s a z°ld sapkS8k sz8ma legal8bb 46, teh8t zCIdbRI legal8bb 26 van.

(4) A nem piros sapkék szama 53, azaz 53 - 15 - 20 =18 z6ld sapka van a dobozban.
Az (1) és a (3) egyméasnak ellentmondo allitasok, tehat kozulik az egyik hamis.
Emiatt a (4) igaz kell legyen, ezt ©sszevetve az elRzR felt®telekkel azt kapjuk, hogy a
(3) a hamis allitas, és 18 z6ld sapka van a dobozban.
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11. évfolyam

1. Egy szocske ugrél a kor kertletén az 6ramutato jar§s8val megegyezR irgnyba.
Az elsR ugr8snak egy 1 -os kozépponti szog felel meg, a masodik ugrasnak egy
2 -0s kozépponti szog felel meg, és altaldban a k -adik ugrasanak egy k -os
kCz®pponti sz°g felel meg. H8nyadik ugr8s8val ker¢l elRsz®r olyan pontra, ahol
mar jart?

Megoldas. A k-adik ugras utdn a szocske helyzet@t jellemzR k©z®pponti sz°g
mertéke

1+2+3+...+k = k(k2+1),

igy ha m>k, a k-adik és m-edik Iépés utdn pontosan akkor keril a szdcske
ugyanabba a pontba ha
mm+1) k(k+1) — 360
2 2

ahol n TN . Innen
m? -k*>+m-k=720n,
illetve
(m-k)(m+k+1)=720n=2%03%050n .
Mivel az m-k és m+k+1 paritdsa nem azonos, az elRbbi egyenlet csak akkor
teljestlhet, ha
16/(m-k) vagy 16/(m+k+1).

Mivel m >k, és a legkisebb megoldast keressuk igy feltételezziik hogy n=1, ezért az
alabbi egyenletrendszereket vizsgaljuk:

m-k =15 m-k =16

m+k+1=48 és m+k+1=45
Az elsR esetben m=30 és k =14, mig a masodikban m=31 és k =16. Lathatd,
hogy m=30 a kisebb megoldas, tehat a szocske 30 ugras utan ker¢l elRsz®r olyan
pontba, ahol mar korabban is jart.

2. lgazold, hogy nem léteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, amelyekre
m? +4n és n®+4m is négyzetszam!

Megoldas. Feltételezziik, hogy léteznek ilyen m és n szamok, amelyekre m* +4n és
n’+4m is négyzetszamok. A két Kkifejezésben n és m ,szimmetrikusan”
helyezkednek el, ezért az altalanossagra vald kihatas nélkil feltételezhetjik, hogy
példaul m ¢ n. Ekkor
n“<n’+4men?+4n<n?+4n+4=(n+2)".
Ha
n’+4m<(n+2)’
és n?+4m négyzetszam, akkor csakis n?+4m=(n+1)" teljestilhet. EbbRI viszont

4m=2n+1 ami ellentmondas, mivel 4m paros 2n+1pedig paratlan szam. igy a
feltételezéslink helytelen, vagyis nem léteznek ilyen m és n szamok.
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3. Bizonyitsd be, hogy:

1 49 COS X +4cos:%x +8cos7x _16sm15x

COSX  COS2X  COS4x  Cos8x sin16x

Megoldéas. Mivel

1 _  2sinx _2sinx
COSX 2sinXxcosx sin2x’

igy
2sin x N 2cosx _ 202(sin xcos2x +cosxsin2x) _ 4sin3x

Sin2x  cos2X 2sin 2XC0S 2X sindx '

4sin 3x N 4cos3x _ 204(sin3x +cos4x +cos3xsin4x) _ 8sin7x
sindx  cos4x 2sin 4x cos 4x sin8x

8sin7x , 8cos7x _ 208(sin 7xcos8x +cos 7xsin8x) _ 16sin15x
sin8x  cos8x 25sin8x cos8x sin16x

4. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

Megoldas. Az a kerdes, hogy milyen relacio a J, ha log,,,, 2010 r log,,,, 2011?
Ha log,,,, 2010 r log,,,, 2011 relaciot kell meghatarozni, akkor val¢jaban a
log 2010 r log 2011
log2011  log 2012
rel8ci- a k@rd@s. Mivel ezek a logaritmus @rt®ekek mind pozitvak, ez@rt az elRbbi
relacié ekvivalens a log20100log2012 r log?2011 relacidval. A szamtani és a

mertani kozepek kozotti ismert G ¢ A egyenIRtlens@g alapj§n

flog 20107109 2012 ¢ 1092010 er log 2012

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy:

\ 2
log 20100109 2012 ¢ % log 2010; log20129

2

2

%%0Iog(201002012)8 -

log 20112—1)2<
(1og y

1
2
<(1og2017?) =10g? 2011,

A keresett r relacio tehat a ,,kisebb” relacio, vagyis log,,,, 2010 < log,,,, 2011.

2

O
O:O2

dlog (20112 -1)3

0log(2011-1) (20100 +1)

O
N |-

_a _a
=g =z
¢ ¢ :
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12. évfolyam

1. Oldd meg az adott egyenletrendszert:
x° +y® =65,
x* - x?y?+y*=13.

Megoldas. Vezessiik be az x> =u, y?=v helyettesitést. Ekkor a masodik egyenlet
alakja u® -uv+v? =13, az elsR pedig u®+v®=65. A kibok 6sszegének felbontasa
utan:
(u+v)(u? -uv+v?) =65,
illetve
13(u+v)=65 Y u+v=5 Y v=5-u.
Ekkor az elsR egyenletbe helyettesitve
u?-u(5-u)+(5-u)* =13,
rendezés utan pedig
3u?-15u+25=13,
ahonnan az
u’-5u+4=0
masodfokl egyenletet kapjuk. Ennek megoldasai
u=1=x*ésu,=4=x" illetve v,=4=y* ésv,=1=y>,
EzekbRI kapjuk az eredeti egyenlet¢,nk megoldasait:
M ={(12),(L-2),(-12).(-1-2),(2.1),(2.-1),(-2.1),(-2 -1)}.

2. Melyik a nagyobb, log,,,, 2010 vagy log,,,, 2011?

Megoldas. Az a kerdes, hogy milyen relacio a J, ha log,,,, 2010 r log,,,, 2011?
Ha log,,,, 2010 r log,,,, 2011 relaciot kell meghatarozni, akkor val¢jaban a

log 2010 r log 2011

log2011  log 2012
rel8ci- a k@rd@s. Mivel ezek a logaritmus @rtekek mind pozitvak, ez@rt az elRbbi
relacié ekvivalens a log20100log2012 r log?2011 relacidval. A szamtani és a
mertani kozepek kozotti ismert G ¢ A egyenlRtlens@g alapj§n
log 2010 + log 2012

\/log20100l0g 2012 ¢ > ,

illetve ezek négyzeteire érvényes, hogy:

0 ~2 0
log 20100109 2012 ¢ % log 2010; log20129" _ %%Olog(201002012)'

(logv2012% -1) <

2

O

(e

2

= %%Nog (2011-1)(20100+1)p = %

<(1og2017?) =10g? 2011,

A keresett r relacio tehat a ,,kisebb” relacio, vagyis log,,,, 2010 < log,,,, 2011.

2

O
O:O2

ilog (20112 -1)3

O
N |-
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3. AB §tmerRjT flkorbe be2rtunk egy ABCD konvex négyszoget (C és D egy
felkoron vannak). Legyen P a CD oldal egy tetszRleges pontja, valamint Q a P

merRleges vet¢ lete az AB -re. Igazold, hogy:
|QA[8]QB[-|PC|0|PDI PQ*.

I.Megoldas. Alkalmazzuk Stewart képletét az ODC haromszdogre:

C

| DO 20| PC|+] OC [20| DP || OP | §| DC |+ | DP|0| PC || DC]|.

Mivel
|OD |F[OC |- R,
ezért
R?0|PC|+R*)| DP|=|OP *(| DC |+ | DP 0| PC |0| DC],
vagyis

R*(|/PC|+|DP|)=|OP (| DC|+|DP|0| PC|(|DC|.

Eloszthatjuk DC -vel:

R® =|OP | +|DP|0| PC].
Tehat

R?-|OP[’=|DP || PC].
Masrészt a pont hatvanya a korre

| AQ|0|QB[=R*~]0Q[*=(R-|0Q])(R+|0Q]).
Tehat
|QA|0|QB|-|PC|0|PD|= R*~|OQ[* -R*+|OP ['=|OP | -|OQ[*=| PQ[".

I11.Megoldas:

A P pont hatvanya a korre
R?-|OP[’=|DP || PC],
a Q pont hatvanya a korre
| AQ|0|QB[=R*~]0Q[*=(R-|0Q])(R+|0Q]).
Tehat
|QA|0|QB|-|PC|0|PD|= R*~|OQ[* -R*+|OP =] OP [ - |OQ [*=| PQ[* .
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4. Az a,a,a;,> pozitiv szamok szamtani (aritmetikai) sorozatot alkotnak.
Igazold, hogy:

1 1 1 2 41 1 10
+ +2+ = p—t+t—+2+—g.
dqa, @an, d atacdy @ 8, +

Megoldéas. Mivel

1 a+a, _ 1 éaa+afd_ 1 é1+16
_(+)_+£ 8= +a fa ol
a,a, aa,\a, +a, a ta, ¢ aa, : ata, (;ai a, -
igy hasonléan
1 _ a+a, _ 1 a1 14
Taaufran) atanie a.l
8,, &a,\a ta,, a, ta,, gaz A
1 _ ax+a, _ 1 41, 10
= = o 8
aSan—2 aSan—2 (a3 + an—2) a3 + a,_, (;aS A, =+
0
0
i
1 a+a _ 1 é1+16
“aafava) araia sl
a,a, aa,\a, +a, a +a, ¢ a a,:
Mivel
a+ta =2a+(n-1)d=a,+a_=a,+a _,=..=a +a,
igy a fenti egyenletek dsszeadasaval kapjuk a keresett azonossagot:
1 1 1 2 a1 . 1 18
+ +..+ = Bt —+. .
aa, a,a,, a,a a ta, (;ai a, a, *
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A VIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
DIJAZOTTJAI

8. évfolyam

O©CoO~NOOUITE,WN P

. Szilagyi Krisztina, Jovanovil Zmaj Altaléanos Iskola, Ujvidék, 1. dij

. Kovacsics Fl6rian, Petar Kolil Altalanos Iskola, Temerin, 1. dij

. Kanalas David, FejRs Kl§ra Cltal§nos Iskola, Kikinda, 1. dij

. Kovacsics Viola, Petar Kolil Altalanos Iskola, Temerin, 11. dij

. Vrabel Maté David, Jovan Popovil Altalanos Iskola, Csoka, 1. dij

. Rozsnyik Szabolcs, Jovan Jovanovil Zmaj Alt. Iskola, Magyarkanizsa, dicséret
. Szakaly LaszI6, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, dicséret
. Torteli Anna, Stevan Sremac Altalanos Iskola — Emlékiskola, Zenta, dicséret

. Olajos Annabella, Sonja Marinkovil Altalanos Iskola, Nagybecskerek, dicséret

10. Szab6 Rébert, Szervo Mihaly Altalépos Iskola, Muzslya, dicséret
11. Vajdovics Viktoria, Jovan Jovanovil Zmaj Alt. Iskola, Torokkanizsa, dicséret

9. évfolyam

. Bir6 Dominik, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij

. Horti Krisztina, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij
. Csipak Levente, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Tokity Rudolf, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I1. dij

Matéffy Kristof, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij

. Nagy David, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, I11. dij
. Major Kristof, Svetozar Markovil Gimn§zium, Bjvidek, dicséret

. Nagy Abel Bence, Svetozar Markovil Gimn§zium, Djvidek, dicséret

. Francia Krisztina, Svetozar Markovil Gimn§zium, Djvidek, dicséret

10. évfolyam

CONOOT A WN R

. Nagy Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Pletikoszity Johanna, Svetozar Markovil Gimn§zium, Szabadka, I. dij

. Bakos Evelin, Svetozar Markovil Gimn§zium, Szabadka, I1. dij

. Kiskaroly Timea, Dositej Obradovil Gimnéazium, Topolya, I11. dij

. Balzam Henrietta, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, I11. dij

. Bércsok Beatrix, Svetozar Markovil Gimn§zium, Szabadka, dicséret

. Horv§th EnikR, Bosa Mililevil K°zgazdasagi Kézépiskola, Szabadka, dicséret

. Ribar Miklés, Zentai Gimnazium, Zenta, dicséret

11. évfolyam

~NOoO Ok, WwN -

. Nagygyorgy Krist6f, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 1. dij

. Kérmdczi Andor, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
. Simonyi Mété, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, 11. dij

. Pusin Igor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Koll., Zenta, 111. dij

. Ripcd Akos, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

. Hajnal Andor, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret
. Piri Annamaria, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnézium és Koll., Zenta, dicséret
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12. évfolyam

1. Kovacsics Tamas, Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium, Zenta, 1. dij
2. Bélind Arpad, MTszaki K°z@piskola, Ada, I1. dij

3. Vrbaski Ivan, Bolyai Tehetséggondoz6 Gimnazium és Kollégium, Zenta, 111. dij
4. Vig Anna, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Kollégium, Zenta, dicséret

5. Berec Alexandra, Bolyai Tehetséggondozd Gimnazium és Koll., Zenta, dicséret

Dijkioszt6 Gnnepség.
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A IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY

EIRad-: dr. Makay G@za
ElRadas cime: Sudoku

Munkéaban a versenybizottsag.
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IX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2011. december 10.

7. évfolyam

1. H8nyfelek®ppen lehet kiolvasni Fekete Mih8ly nev@t az §br§b-1, ha a bal felsR
sarokban 18vR F betTtRI indulunk, @s csak jobbra vagy lefelé haladhatunk?

F E K E

EKET

K ETEMI HA
I H A L
H A L Y

2. Az egyenlR sz8rY Pitagorasz-f8nak elsR @vben KkinR a t°rzse, ami egy négyzet. A
m§sodik ®vben ennek a tetejere egy egyenIR sz&8r¥: der@kszPgT h§romszOg nR Ygy,
hogy az 8tfog-ja a n@gyzet felsR oldala, valamint a

h8romsz®g ket befog-j8b-I ki§gazik az elsR k&t 8g, amelyek

szintén négyzetek. Ezutdn minden évben, minden (j

nBgyzet§g Stellenes oldal§ra egy egyenlR sz8r¥ der®kszogT

h8romsz®g nR, azokra pedig Gjabb négyzetdgak. Ha a fa

torzse az abran 8 méter széles, az 6todik év végén milyen

magas, illetve milyen széles lesz az egész fa?

3. H8ny olyan ©tjegyT term@szetes sz&m I8tezik, amely oszthat- 12-vel és
szamjegyeinek 0sszege 3?

4. Karcsinak 20 papagéja van, melyek kozott van feketesapkés, jakd, nimfa és
Sandor. 17 papagaj nem jako, 5 Sandor és 12 nem feketesapkas. Hany
nimfapapagaja van Karcsinak?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezeésre.
Jo munkat!
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